XLVI OLIMPIADA MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe zawodéw stopnia pierwszego

I seria
1. Wyznaczyé wszystkie pary (z,y) liczb
; z+1 ,
naturalnych, dla ktérych licsby —— i
v

y+1
z

sa naturalne.

2. Dana jest liczba naturalnan > 2.
Rozwiazaé ukiad réwnan
z1|z1| = za|z2| + (21 — 1)|21 - 1]
z2|z2| = z3|zs| + (22 — 1)|=2 — 1

Zn|zn| = z1|21] + (20 — 1)|zn — 1]

3. Czworokat o bokach a, b,

¢, d jest wpisany w okrag o
promieniu R. Wykazaé, ze jezeli
a2+ b2 +¢2+d?=8R% tow
czworokagcie tym jeden z katow jest
prosty lub przekatne sa prostopadle.

4. W pewnej szkole 64 uczniéw

bierze udzial w pieciu olimpiadach
przedmiotowych. W kazdej z tych
olimpiad uczestniczy co najmniej 19
uczniéw tej szkoly; zaden z nich nie jest
uczestnikiem wiecej niz trzech olimpiad.
Udowodnié, ze jegeli kazde trzy olimpiady
maja wspdlnego ucrestnika, to pewne
dwie majg ich co najmniej pigciu.

II seria

5. Dane sg liczby dodatnie a, b. Wykazaé
réwnowaznosé zdari:

(1) Va+1> 5,
(2) az + Ll > b dla kazdego z > 1.
s

6. Wewnatrz tréjkata ABC obrano punkt
P. Proste AP, BP, CP przecinajg boki
BC, CA, AB odpowiednio w punktach
A', B!, C'. Przyjmijmy u = |AP| : |[PA'|,
v =|BP|:|PB'|, w = |CP|:|PC'|.
Wyrazié iloczyn uvw przez sumg
u+v+w.

7. (2) Rozstrzygnag, czy istnieje funkcja
rézniczkowalna f: R — R, nie réwna
tozsamosciowo zeru, speiniajaca warunki
2/(f()) = f(z) >0 dlaz ER.

(b) Rozstrzygnaé, czy istnieje funkcja
rézniczkowalna f: R — R, nie réwna
tozsamosciowo geru, spelniajaca warunki
-1<2f(f(2)) = f(z) < 1dlaz ER.

8. W ostrostupie prawidlowym n-katnym

katy nachylenia éciany bocznej i krawedzi

bocznej do plaszczyzny podstawy wynosza
odpowiednio @ i 8. Udowodnié, ze

: : ks
sin? a — sin? g < tg? — .
n

I1I seria

9. Niech a i b beda liczbami
rzeczywistymi, ktérych suma réwna
jest 1. Wykazaé, ze jezeli a® i b sq
liczbami wymiernymi, to a i b tez sa
liczbami wymiernymi.

10. Dana jest prosta k oraz lezace

na niej trzy rézne punkty. Kazdy =

nich jest poczatkiem pary pdlprostych;
wszystkie te pélproste leia w jednej
pélplaszczyinie o krawedzi k. Kaida z
tych par pélprostych wyznacza z kazda
inng czworokat. Dowiedé, ze jesli w dwa
z tych czworokatéw mozna wpisaé okrag,
to rowniez w trzeci mozna wpisaé okrag.

11. Dane sa liceby naturalnen > m > 1.
Ze zbioru {1,2,...,n} losujemy bez
zwracania m liczb. Obliczyé wartosé
oczekiwang réznicy miedzy najwieksza

a najmniejsza wylosowanag liczba,.

12. Ciag (zn) jest okredlony nastepujaco:
1 _2n-3
G S e T
dla no=2 8
Udowodnié, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé

z1+2z2+ ...+ 2 < 1.

"In—1

Rozwiagania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu) maja byé wystane
pod adresem wladciwego komitetu okrgegowego Olimpiady najpéiniej dnia

10 paidziernika 1994 r.

10 listopada 1994 r.

10 grudnia 1994 r.

Rozwiazania przestane w terminie pééniejszym nie bgda rozpatrywane.

Adresy komitetéw okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewédztwa elblaskiego, gdariskiego i stupskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, Oddzial w Gdarisku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.
Dla wojewédztwa bielskiego, czestochowskiego i katowickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

Dla wojewédztwa krakowskiego, krosnieriskiego, nowosadeckiego i tarnowskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

Dla wojewddztwa bialskopodlaskiego, chelmskiego, lubelskiego, przemyskiego, rzeszowskiego, siedleckiego, tarnobrzeskiego i zamojskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddziat Lubelski Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii
Sklodowskiej-Curie 1, pok. 310, 20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa kieleckiego, 16dzkiego, piotrkowskiego, radomskiego, sieradzkiego i skierniewickiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Eddzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 L6d3.

Dla wojew6dztwa koninskiego, leszczyriskiego, pilskiego, poznariskiego i zielonogérskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Matejki 48 /49, pok. 24, 60-769 Poznari.

Dla wojewédztwa gorzowskiego, koszaliriskiego i szczeciniskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej, ul. Wielkopolska 15, 70-251 Szczecin.
Dla wojewddztwa bydgoskiego, ciechanowskiego, olsztyriskiego, plockiego, toruriskiego i wloclawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Mikolaja Kopernika, ul. Chopina 12 /18,

87-100 Torun.

Dla wojewédztwa bialostockiego, lomzyriskiego, ostroleckiego, suwalskiego i warszawskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.
Dla wojewédztwa jeleniogdrskiego, kaliskiego, legnickiego, opolskiego, walbrzyskiego i wroctawskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroclawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4,

50-384 Wroclaw.



