
Metoda obrazów

Krzysztof REJMER

Popularna' w elektrostatyce metoda obrazów pozwala znalezc

rozklad natezenia pola elektrostatycznego wytworzonego przez uklad

ladunków znajdujacych sie w obecnosci przewodników. Rozwazmy

najprostsza sytuacje: ladunek punktowy i przewodzaca plaszczyzne.

a

Z elektrostatyki wiemy, ze powierzchnia przewodnika jest

powierzchnia ekwipotencjalna, a wektor natezenia pola jest do niej

prostopadly. Gdybysmy po drugiej stronie plaszczyzny umiescili

ladunek bedacy zwierciadlanym odbiciem rzeczywistego ladunku ze

zmienionym znakiem, a nastepnie usuneli plaszczyzne przewodzaca,

to rozklad natezenia pola w pólprzestrzeni, w której znajduje sie

rzeczywisty ladunek, nie uleglby zmianie. Ten drugi ladunek,

który wprowadzilismy jako obiekt pomocniczy, nosi nazwe obrazu

(elektrycznego) rzeczywistego ladunku.

Wbrew
zdrowemu

rozsadkowi (IX)

Czy rzeczywistosc jest
rzeczywista?

Zjawiska te, z drugiej strony, sa bardzo

dobrze zbadane i nie mamy najmniejszych

podstaw, aby uzyskane wyniki poddawac

w watpliwosc. Pozostaje wiec uznanie,

ze przyroda jest znacznie bogatsza, niz

moze to nam sie wydawac i ze musimy

rozszerzyc kryteria tego, co jest, a co nie

jest zgodne ze zdrowym rozsadkiem.

Osobiscie uwazam, ze uczy to nas pokory

i ostroznosci przy ferowaniu wyroków,
co jest, a co nie jest mozliwe.

W moim cyklu artykulów przekonuje
Panstwa, ze wyniki doswiadczen

w swiecie bardzo malych skladników

materii sa nie do pogodzenia z naszym

wyobrazeniem porzadku w przyrodzie,

jakie wyrobilismy sobie na podstawie

obserwacji zjawisk makroskopowych

lub, inaczej mówiac, zjawisk z zycia

codziennego. Te niezgodnosc okreslilem

terminem "wbrew zdrowemu rozsadkowi".

(Wedlug wykladów radiowych

z audycji IV programu - Widnokrag)

Tomasz HOFMOKL

Pisalem ostatnio o pierwszych zjawiskach,

które doprowadzily do powstania koncepcji
kwantów, czyli o promieniowaniu

ciala doskonale czarnego i o zjawisku

fotoelektrycznym. Rozwazania nad

pierwszym sklonily Maxa Plancka

do wprowadzenia koncepcji porcji

energii, czyli kwantu energii, a drugie.
pozwolilo Albertowi Einsteinowi na

wysuniecie hipotezy, ze swiatlo ma nature

korpuskularna - rozchodzi sie w postaci I
czastek - fotonów. Dalsze doswiadczenia

wykazaly, ze materia ma równiez wlasnosci

falowe i korpuskularne, co uwidacznia sie,

miedzy innymi, w zaskakujacym zjawisku

przechodzenia elektronu przez dwa otwory

równoczesnie bez dzielenia sie. W ostatnim

zas artykule pisalem o przenikaniu czastki

alfa przez sciane, inaczej mówiac, przez

bariere potencjalu, co doprowadzilo

do stwierdzenia, ze zachowanie sie

czastki mozemy opisac tylko podajac

prawdopodobienstwo znalezienia jej

w danym punkcie przestrzeni i czasu,

a nie mozemy przewidziec jej losów z cala

pewnoscia. Krok po kroku coraz bardziej

odbiegamy od utartych pojec i interpretacji
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Rys. 2. Ladunek

i jego obraz wzgledem

plaszczyzny tworza,

dipol elektryczny.

Rys. 1. Linie pola

elektrostatycznego
sa, prostopadle do
plaszczyzny.

a I a

Sens metody obrazów jest wiec prosty: natezenie pola

elektrostatycznego znajdujemy jako superpozycje natezen pól

pochodzacych od ladunków rzeczywistych i elektrycznych obrazów

utworzonych za pomoca zwierciadlanego odbicia (ze zmiana znaku

ladunku) wzgledem powierzchni kazdego przewodnika. Reszta to

jedynie kwestia sprawnosci rachunkowej.

Nie kazdy wie, ze metode obrazów mozna zastosowac w analizie

innych problemów, na przyklad w rachunku prawdopodobienstwa.

Rozwazmy jednowymiarowe zagadnienie bladzenia przypadkowego.

Czastka porusza sie wzdluz linii prostej, wykonujac skoki

o jednostkowej dlugosci. Kazdy skok jest statystycznie niezalezny

od poprzedniego, a prawdopodobienstwo skoku w lewo i skoku

w prawo sa jednakowe, a zatem równe 1/2. Wyobrazmy sobie pijana

pchle skaczaca aleja; na kazdym koncu alei jest bar, a pchla jest

tak bardzo nietrzezwa, ze nie pamieta o poprzednim skoku ani nie

rozpoznaje, w jakim miejscu alei sie znajduje, pamieta tylko o tych

barach. Oznaczmy przez O punkt startu. Po N skokach pchla moze

sie maksymalnie oddalic od niego do punktu o wspólrzednej N
lub -N. Chcemy okreslic prawdopodobienstwo tego, ze po N
skokach pchla znajdzie sie w punkcie o wspólrzednej m, przy

czym Iml ~ N. Dla parzystych N interesujace sa tylko parzyste

wartosci m, dla nieparzystych N - nieparzyste. Aby znalezc sie

k . 'l d' hl . k ' N + m k k'w pun Cle o wspo rze neJ m, pc a musI wy onac --- s o ow
2

w prawo oraz N - m skoków w lewo. Kolejnosc, w jakiej te skoki
2

beda wykonywane, jest obojetna, wazna jest tylko liczba skoków

1



Prawdopodobienstwo realizacji trajektorii pokazanej na rysunku 3

jest równe:
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poniewaz pchla znalazlszy sie w punktach A i B skacze w lewo

z prawdopodobienstwem nie 1/2 jak poprzednio, lecz 1.

Skomplikujmy teraz sytuacje. Na drodze pchly umiescimy

odbijajaca bariere (Ustawa o wychowaniu w trzezwosci) w punkcie

o wspólrzednej ml (O< ml < N). Jakie jest prawdopodobienstwo

tego, ze po N skokach (w obecnosci bariery) pchla znajdzie sie

w punkcie o wspólrzednej m (przy czym -N ~ m ~ mIl? Jesli

pchla dotrze do bariery, to prawdopodobienstwo nastepnego

skoku jest równe 1 - gdy jest to skok w lewo oraz O - gdy

jest to skok w prawo. Symetria zagadnienia zostala zlamana,

prawdopodobienstwa róznych sekwencji skoków moga byc rózne;

zalezy to od liczby odbic od bariery. Liczenie liczby trajektorii

o jednakowym prawdopodobienstwie takze wydaje sie bardziej

skomplikowane. Zanim wiec zabierzemy sie za rachunki, przyjmijmy

prosta metode obrazowania ruchów pchly. Bedzie to dyskretny

diagram czasoprzestrzenny (rys. 3). Na osi pionowej bedziemy

odkladac czas, na osi poziomej - polozenie.

N arysujmy teraz na diagramie punkt M' bedacy zwierciadlanym

odbiciem punktu M wzgledem bariery. Oznaczmy przez m

przestrzenna wspólrzedna punktu M. Przestrzenna wspólrzedna

punktu M' jest wtedy równa 2ml - m. Usunmy teraz bariere

i rozwazmy takie trajektorie, które koncza sie w punkcie M lub jego

obrazie M' oraz maja te mila wlasnosc, ze ksztalt lamanej AB jest

zawsze taki sam, takze ksztalt lamanej BM (ewentualnie BM')
jest zawsze taki sam. Mówiac, ze ksztalty dwóch lamanych sa

jednakowe, rozumiemy tu albo identycznosc lamanych, albo

mozliwosc przeprowadzenia jednej w druga przez zwierciadlane

odbicie wzgledem bariery. W przypadku trajektorii z rysunku 3 beda

to trajektorie pokazane na rysunku 4.

Kazdej trajektorii z dwukrotnym odbiciem od bariery w punktach

A i B, konczacej sie w punkcie M, odpowiadaja cztery trajektorie

przechodzace w nieobecnosci bariery przez punkty A i B, konczace

Rys. 3.

Czasoprzestrzenny
diagram ruchów
pchly. Wezly sieci

sa, jej mozliwymi

polozeniami. Rysunek
priedstawia fragment

trajektorii koncza,cej

sie w punkcie M,
po dwukrotnym

odbiciu od bariery
w punktach A i B.

w lewo oraz liczba skoków w prawo. Istnieje

N!

(N;m)!(N;m)!

sposobów, najakie pchla moze wykonac skoki ladujac w punkcie

o wspólrzednej m. Prawdopodobienstwo kazdej sekwencji skoków

jest takie samo i równe 1/2N. A zatem prawdopodobienstwo tego,

ze po N skokach pchla oddali sie o m, wynosi:

p (m) _ N! ~
N - (N;m)! (N;m)! 2N .

fizyki klasycznej, która jest w tym

miejscu synonimem zdrowego rozsadku.

Nagromadzilo sie tych odstepstw juz

sporo i dlatego chcialbym tym razem

napisac o klopotach ze zrozumieniem,

czyli interpretacja mechaniki kwantowej.

Klopoty te juz mieli twórcy tej dziedziny

nauki i byloby przesada twierdzic, ze dzis

nikt juz ich nie ma. Przypomnijmy cala

historie w porzadku chronologicznym.

Mechanika kwantowa narodzila sie

w latach dwudziestych obecnego stulecia

w oparciu o analize nagromadzonych

przez ubiegle lata wyników doswiadczen,

które mozna by okreslic jako sprzeczne

ze zdrowym rozsadkiem, czyli takich,

których nie udawalo sie wyjasnic na

podstawie znanych dotychczas zasad fizyki.

Twórcami tej nowej nauki byli de Broglie,

Heisenberg, Schrodinger, Bom, Bohr.

Opierala sie ona na pracach dwóch, mozna

tak powiedziec, gigantów wspólczesnej

fizyki: Maxa Plancka i Alberta Einsteina.

W miare rozwoju mechaniki kwantowej

potwierdzalo ja coraz wiecej faktów

doswiadczalnych wskazujac równoczesnie,

ze trzeba odrzucic, wydawaloby sie

tak podstawowe dogmaty nauki, jak

determinizm, realizm, kompletnosc.

Pierwszy padl ofiara determinizm.

W 1926 roku Max Bom wykazal,

ze w przeciwienstwie do fizyki klasycznej,

która jest w stanie przewidziec

dokladnie przebieg zjawiska, mechanika

kwantowa pozwala obliczyc tylko

prawdopodobienstwo zajscia okreslonego

zjawiska. Moga Panstwo wyobrazic sobie,

ze takie postawienie sprawy wzbudzalo

niezwykle namietnosci. Jak to? Nie

mozna przewidziec dokladnie przebiegu

zjawiska? Przypadek moze odgrywac

zasadnicza role? Stad bierze sie slynne

powiedzenie Einsteina, ze Pan Bóg nie gra

w kosci. Latwiej bylo sie pogodzic z mysla,

ze to my nie umiemy scisle przewidywac

przyszlosci, ze mamy niedoskonala teorie,

ale równoczesnie wierzyc, ze kiedys, jak

zbudujemy doskonalsza jej wersje, to okaze

sie, ze wszystko da sie przewidziec.

Powstala koncepcj a tak zwanej teorii

z ukrytymi parametrami. Gdybysmy

je znali, wtedy mozna by przewidywac

zachowanie sie czastek w pelni dokladnie,

a nie tylko obliczac prawdopodobienstwa.

W miare uplywu czasu sytuacja

pogarszala sie. Otóz w 1927 roku Werner

Heisenberg oglosil slynna juz dzis zasade

nieoznaczonosci. Mówi ona, ze nie mozna

zmierzyc (wyznaczyc) równoczesnie

pewnych par wielkosci fizycznych zwanych

sprzezonymi. Do takich par nalezy, miedzy
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Rys. 4. Trajektorie otrzymane za pomoca, metody obrazów z trajektorii
przedstawionej na rysunku 3.

a) trajektorie konczace sie w M,

b) trajektorie koncza,ce sie w M' beda,cym zwierciadlanym odbiciem punktu M.

innymi, ped czastki i jej polozenie, czas

zycia czastki i jej masa i wiele innych par

wielkosci. Jezeli zmierzymy dokladnie

.polozenie czastki, to nie mozemy znac

w tym samym miejscu jej pedu. Mozna

to nawet zrozumiec. Kazdy pomiar

polozenia zaburza ruch czastki, a tym

samym zmienia jej predkosc. No bo

na przyklad: ustalimy polozenie elektronu

umieszczajac na jego drodze bardzo

waska szczeline. Im wezsza szczelina,

tym dokladniej wiemy, ze elektron, który
przeszedl przez szczeline, mial w chwili

przechodzenia dobrze okreslone polozenie

- wlasnie polozenie szczeliny. Pojawia sie

jednak od razu klopot. Ze wzgledu na

nature falowa elektron przechodzac przez

wspomniana szczeline ulega ugieciu i nie

mozemy juz powiedziec, jaki jest jego

ped czy predkosc. Zatrzymajmy sie na

tym przykladzie. Czy stwierdzenie, ze nie

znamy predkosci, oznacza, iz czastka jej nie
ma, czy tez oznacza nasza nieudolnosc?

Inaczej mówiac, czy istnieje realnie,

czyli niezaleznie od nas, cos takiego

jak predkosc czastki, która albo znamy,

albo nie? A moze jest sensowne mówic

o predkosci tylko wtedy, gdy dokonujemy
pomiaru?

Przyznaja Panstwo, ze zaczynamy sie

oddalac od tego, co uwazamy za oczywiste.
Otóz we wrzesniu 1927 roku Niels Bohr

na konferencji w .Come przedstawil
poglad, wedlug którego zjawiskom nie

mozna przypisac realnosci niezaleznie od

obserwatora. Rola obserwatora staje sie

niezwykle wazna. Swiatlo moze byc fala

lub czastka-fotonem zaleznie od tego,

w jakim doswiadczeniu je badamy. Nie
mozemy powiedzec, czy jest fala, czy

czastka, zanim nie dokonamy pomiaru.

Wystapienie Bohra spotkalo sie z bardzo

silnym sprzeciwem Einsteina. Dyskusja

miedzy Bohrem i Einsteinem jest sama
w sobie pasjonujaca jako obraz scierania

sie dwóch najwybitniejszych umyslów

epoki. Einstein zaatakowal najpierw

zasade nieoznaczonosti. Na kongresach

Solvaya w roku 1927 i w 1930 przedstawial

slynne doswiadczenia myslowe, które mialy

wykazac sprzecznosc tkwiaca w zasadzie

nieoznaczonosci. Bo.hr zdolal sie obronic.
Jako anegdote mozna opowiedziec,

iz zdarzalo sie, ze Einstein jednego dnia

przygwazdzal Bohra swoimi argumentami,

ten ·zas spedzal cala nqc na pracy, aby

przy sniadaniu nastepnego dnia miec

juz gotowa odpowiedz. Byl to dla fizyki

okres niezwykle plodny i pasjonujacy.

Einstein w koncu zrezygnowal z wykazania

sprzecznosci logicznej tkwiacej, wedle

niego, w mechanice kwantowej, ale usilowal

wykazac, ze jest ona niekompletna, . Ito znaczy, ze nie opisuje calej

b)Ma) M

P;:jl(m) = PN(m) + PN(2ml - m).

Poslugujac sie metoda obrazów mozemy rozwiazac takze nieco

trudniejsze zagadnienie. N a drodze czastki znajduje sie bariera

pochlaniajaca. Jakie jest prawdopodobienstwo pochloniecia czastki

najdalej w N-tym skoku? (Mozemy wyobrazic sobie, ze na drodze

naszej skaczacej pchly znajduje sie kiosk z piwem.)

Zagadnienie bladzenia przypadkowego uwazane jest za model ruchów

Browna, a zatem wiaze sie równiez ze zjawiskiem dyfuzji. Rozwazmy

czastke brownowska poruszajaca sie wzdluz prostej, wykonujaca

skoki o dlugosci Z z czestotliwoscia n. Przemieszczenie czastki mZ

oznaczmy przez x. Rozwazmy przedzial o dlugosci D.x duzo wiekszej

niz dlugosc jednego skoku Z i duzo mniejszej niz NZ.

sie w M lub M', otrzymane z wyjsciowej trajektorii metoda

obrazów. Latwo spostrzec, ze jest to przyporzadkowanie wzajemnie

jednoznaczne. Jesli nie ma bariery, to prawdopodobienstwo

zrealizowania kazdej z tych czterech trajektorii jest takie samo

i równe 1/2N. Prawdopodobienstwo zrealizowania którejkolwiek

z tych czterech trajektorii (w nieobecnosci bariery) jest zatem

równe 4/2N, czyli tyle samo, ile wynosilo prawdopodobienstwo dla

trajektorii z dwukrotnym odbiciem sie od bariery.

Jesli rozpatrzymy trajektorie z k-krotnym odbiciem od bariery

w punktach Al"", Ak, to metoda postepowania bedzie dokladnie

taka sama. Prawdopodobienstwo zrealizowania takiej trajektorii

wynosI:

1 k 1---2 .-
2N-k - 2N'

Usunmy bariere i rozpatrzmy wszystkie trajektorie, które koncza sie

w punkcie M lub w jego obrazie M', o takich samych ksztaltach

lamanych AiAi+i (i = 1, ... , k - 1) oraz AkM (albo AkM').

Poniewaz w gre wchodzi k lamanych, które moga przyjac jedno

z dwóch polozen (po prawej lub po lewej stronie bariery), jest

wiec tych trajektorii 2k, a poniewaz bariere usunelismy, zatem

prawdopodobienstwo zrealizowania dowolnej trajektorii jest

równe 1/2N. Wynika stad, ze prawdopodobienstwo zrealizowania

którejkolwiek ze wspomnianych k trajektorii wynosi :~, czyli
wlasnie tyle, ile wynosilo prawdopodobienstwo zrealizowania

trajektorii z k-krotnym odbiciem od bariery.

Wyplywa stad wniosek, ze prawdopodobienstwo P;:jl (m)

wyladowania pchly w punkcie o wspólrzednej m w obecnosci

odbijajacej bariery jest równe sumie prawdopodobienstw

wyladowania pchly w tym punkcie lub w jego zwierciadlanym

obrazie w nieobecnosci bariery. Poniewaz obraz koncowego punktu

trajektorii pchly ma wspólrzedna 2ml - m, prawdopodobienstwo to

jest równe:
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rzeczywistosci fizycznej. W 1935 roku

opublikowal wraz z Podolskim i Rosenem

prace, w której, jak mu sie wydawalo,

wykazal, ze mechanika kwantowa jest

niekompletna. Koncepcja zwana do

dzis jako paradoks EPR od pierwszych

liter nazwisk autorów opierala sie na

nastepujacym rozumowaniu:
*Jezeli nie zaklócajac w zaden sposób,

czyli nie wykonujac pomiaru, mozemy

przewidziec wartosc wielkosci fizycznej

w jakims ukladzie, to mamy prawo

powiedziec, ze wielkosc ta istnieje

rzeczywiscie niezaleznie od obserwatora.

Jezeli potrafimy przewidziec wartosc

pedu czastki w danym miejscu przestrzeni

bez dokonywania pomiaru pedu tej

czastki, to czastka ta ma rzeczywiscie ped

niezalezny od nas.

* Nalezy wykazac, ze mozna zaprojektowac

doswiadczenie, w którym bez dokonywania

pomiaru pedu czastki mozna okreslic

dokladnie jego wartosc. Bedzie to dowód,

ze ped czastki jest wielkoscia niezalezna

od obserwatora, a wiec, ze istnieje

obiektywnie ..

Doswiadczenie zaproponowane przez

Einsteina i wspólpracowników przedstawie

na przykladzie dwóch jednakowych kulek

A i B scisnietych sprezynka i zwiazanych

nitka. Przepalamy nitke. Sprezynka

oddala od siebie kulki. Sa one jednakowe,

wiec leca w przeciwne strony z jednakowa

predkoscia. Po odczekaniu dostatecznie

dlugiego czasu, aby kulki oddalily sie od

siebie i nie mogly juz na siebie wplywac

i wzajemnie sie zaklócac, bo przeciez

sygnalu nie mozna przeslac predzej niz

z predkoscia swiatla, mierzymy predkosc

kulki A z dowolnie duza precyzja. Mozemy

nawet sie zgodzic, ze sluszna jest zasada

nieoznaczonosci i ze w wyniku pomiaru

pedu nie mozemy znac polozenia kulki A.
Zgodnie z ta zasada nie mozna bowiem

. zmierzyc z dowolna dokladnoscia predkosci

i polozenia. Ze wzgledu na identycznosc

kulek A i B wiemy bez pomiaru,

ze kulka B biegnie w strone przeciwna

do ruchu kulki A z predkoscia dokladnie

taka sama jak predkosc kulki A. Czyli

bez pomiaru predkosci kulki B znamy

jej predkosc. Przeczy to interpretacji

Bohra mechaniki kwantowej, która mówi,

ze nie mozna mówic o rzeczywistosci

fizycznej w oderwaniu od pomiaru.

Einstein wyciagnal wniosek, ze mechanika

kwantowa jest niepelna i nie opisuje calej

rzeczywistosci.

W 1952 roku David Bohm zaproponowal

modyfikacje mechaniki kwantowej. Byc

moze, mówil, istnieja w teorii nieznane

nam parametry, tak zwane parametry

4

Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze po wykonaniu N skoków

w czasie t = N/m czastka znajduje sie w przedziale [x, x + D.x]?

Jest ono równe
D.x

PN(X)D.x = PN(m)2T'

poniewaz m moze przyjmowac jedynie parzyste lub jedynie

nieparzyste wartosci. Dla bardzo duzych N i m duzo mniejszych

od N rozklad dwumianowy asymptotycznie przechodzi w rozklad

Gaussa. Dla czastki Browna nieskrepowanej istnieniem jakichkolwiek

barier otrzymamy gestosc prawdopodobienstwa
1 x,

Pt(x) = 2(1l"Dt)1/2e-wt,

natomiast dla czastki poruszajacej sie w obecnosci bariery

odbijajacej, umieszczonej w punkcie o wspólrzednej Xl, jest ona
równa

1 {x, (hl -x), }
Ptl (x) = ---- e- 'Dt + e 'Dt

2(1l"Dt)I/2 '

gdzie stala dyfuzji D jest okreslona jako

D - ~ml2
- 2 .

Redaguje Krzysztof OLESZKIEWICZ

M 711. Udowodnic, ze jesli liczby rzeczywiste a, b, c spelniaja nierównosci

a + b + c > O, ab + be + ca > O, abc> O, to sa dodatnie.

Rozwiazanie na str. 13

M 712. Nie poslugujac sie wzorem Stirlinga udowodnic,
ze 80! > la! - 10100•

(Zadanie zaproponowal P. Strzelecki)
Rozwiazanie na str. 12

M 713. Udowodnic, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi

nierównosc (5 - a2 - b2 - c2)abc :S 2.
Rozwiazanie na str. 13

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 387. Zgodnie z efektem Hawkinga, na skutek kreacji par czastek

elementarnych w silnym polu grawitacyjnym czarne dziury promieniuja

w sposób zblizony do promieniowania ciala doskonale czarnego

t T hc3 •• h' S R2 d' R 2GM
o emperaturze = 87rkGM l powIerz c nI = 47r ,g zle = ~
jest promieniem Schwarzschilda czarnej dziury o masie M (k oznacza stala

Boltzmanna).

Oszacowac, jaka minimalna mase powinny miec czarne dziury powstale

we wczesnych okresach istnienia Wszechswiata, tj. okolo to = 18 mld lat

temu, aby nie wypromieniowaly do tej pory calej swojej energii.

Rozwiazanie na str. 12

F 388. W metodzie Millikana wyznaczania ladunku elementarnego

zaklada sie, ze na kropelki oleju rozpylone w powietrzu dziala tylko sila

oporu zwiazana z lepkoscia powietrza. Oszacowac, dla jakich promieni

kropelek sila oporu aerodynamicznego stanowi mniej niz E: = 1% sily

oporu zwiazanej z lepkoscia. Gestosc oleju e = 900 kg/m 3, wspólczynnik

oporu aerodynamicznego przyjac równy c = 0,4, lepkosc powietrza

T/ = 1,81 . 10-5 Pa-s.

Rozwiazanie na str. 12


