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Dodawanie zbiorow

ale nie takie zwyczajne (gdzie suma jest zbiér majacy wszystkie elementy
dodawanych zbioréw), lecz okreélone za pomoca wektoréw, jest waznym
narzedziem teorii zbioréw wypuklych (bardzo od kilkunastu lat modnej).

Okreéla sie je w nastepujacy sposéb. Obieramy na plaszczyznie punkt O. Suma
zbioréw A i B nazywamy zbiér wszystkich punktéw X, dla ktérych istnieja
takie punkty A€ A1 B € B, ze 53(' - 0A + OB. Na rysunku dodali$my kolo
do tréjkata.

Jak latwo zauwazyé, A + B = B + A. Latwo tez zauwazy¢, ze wynik dodawania

" zalezy od tego, gdzie obraliémy punkt O. Zaleiy, ale nie bardzo — wyniki

dodawania za pomoca réznych punktéw O i O’ sa figurami przystajacymi,
a nawet wiecej: mozna jeden z nich nalozyé na drugi za pomoca przesuniecia
T
o wektor OO’ (prosze sprawdzi¢!). Wprowadzajac dla figur F i G, ktére mozna
nalozyé przez przesuniecie, symbol F = G mozemy badaé wlasnosci algebry
takich zbioréw, czyli struktury (X, +,=%), gdzie X to rodzina wszystkich figur,
powiedzmy, plaszczyzny. Jest to algebra (jak juz zauwazyliémy) przemienna,
bo A+B =B+ A. A czy jest to algebra laczna, tzn. czy dla dowolnych A, B
iC
(A+B)+C=A+(B+C),
albo, czy jest monotoniczna, tzn. czy istnieje taka figura D, ze
A+BOD=A?
Latwo wymysélié dalsze podobne pytania.
Mozna tez badaé dodawanie zbioréw wypuklych (bo dla nich to dodawanie
gostalo wymyslone). Na przyklad, czy suma zbioréw wypuklych jest zawsze
zbiorem wypuklym? Tu tez nasuwaja sie dalsze pytania. Polecamy te badania

jako temat do samodzielnej pracy naukowej — w szczeg6lnosci na Konkurs Prac
Uczniowskich z Matematyki.

Prenumerata ,,Delty” Prenumerata ,,Delty”

za okres: za okres:

“'l]| ""lllltl
-
llﬁi"“lu ll‘hl!!l}llllllllllli

"y, |||||| P,
%MWWm

A
'éd |i:’inllll
I'

Ryt



Komentarze Minkowskiego do
nierdwnofci Brunna zainteresowany
Cerytelnik odnajdzie w jego ksiagce
Geometrie der Zahlen wydanej

w 1910 roku w Lipsku i Berlinie juz
po dmierci autora.

Przyktadem bardzo wainego twierdzenia dotyczacego dodawania zbioréw jest
nieréwnoé¢ Brunna-Minkowskiego—Lusternika. Sformulujemy ja w szczegélnym
przypadku.

Jesli A © B sq (ptaskimi) figurami wypukiymi, to

V]A+B| > |4+ VB,

gdzie przez |F| oznaczylismy powierzchnig figury F.

Analogiczna nieréwnoé¢ zachodzi takie dla tréjwymiarowych bryt wypuklych.
Mianowicie,

Jezeli A i B sq brylami wypuklymi, to

VIA+B| > {/|Al+ /B,

gdzie przez |F| oznaczylismy tym razem objetosé bryly F.

W takiej wlasnie formie udowodnil te nier6wnoéé Brunn w 1887 roku. Minkowski
znalazl wszystkie przypadki, kiedy zachodzi réwnoéé. Wreszcie, w 1935 roku, Lusternik
wykazal dosy¢ zaskakujacy fakt: udowodnit mianowicie, e powyisze nieréwnosci
zachodza dla dowolnych, byle tylko ograniczonych i domknietych zbioréw A i B, czyli
zadne zalozenie dotyczace wypuklodci nie jest potrzebne.

Pigknym zastosowaniem powyiszej nieréwnoéci jest dowéd tak zwanej nieréwnodci
izoperymetrycznej. Otéz problem jest nastepujacy. Rozwaimy wszystkie figury

o danym obwodzie. Ktéra z nich ma najwieksza powierzchnie? Wydaje sie, ze kolo,
tylko jak to udowodnié? Rozwiatemy ten problem przy dodatkowym zalozeniu,

ze interesujg nas tylko figury wypukle, to znaczy udowodnimy nastepujace

Twierdzenie. Wirdd figur wypuklych o danym obwodzie najwieksze pole ma koto.

Dowéd: Weimy figurg¢ wypukla A. Niech r bedzie réwne obwodowi A podzielonemu

przez 2m. Mamy wykazaé, Ze kolo o tym samym obwodzie co figura A (czyli po prostu

kolo o promieniu r) ma nie mniejsza od A powierzchnie. Trzeba wiec udowodnié, ze
|A| < wr?.

Dodajmy do figury A w sposéb algebraiczny kolo o malutkim promieniu &

i drodku w punkcie O. W wyniku tego dodawania otrzymamy figure A® zlozona

ze wszystkich punktéw plaszczyzny oddalonych od A co najwyiej o e. Nieréwnodé

Brunna-Minkowskiego-Lusternika przyjmuje teraz postaé

Vi4s| > VAl + Vre?

Oznaczajac f(€) = |A®| mamy wiec

Vf(E)_ Vf{o) >\/; .

a zatem, przechodzac do granicy przy € — 0 dostaniemy (/F)'(0) > /7, czyli

1 )
e f(0) 2 7T,
- f(o)f(}_\/_

|47 - 4]
£

albo réwnowaznie

Otéz f(0) = |A|. Natomiast f'(0) = lim

paska okalajacego figure A. Jest to pasek o szerokoéci e i dtugoéci w przyblizeniu
réwnej obwodowi A, czyli 2nr. Zatem powierzchnia tego paska jest réwna
w przyblizeniu 27r - €, a stad f'(0) = 27r. Otrzymali$my wiec nieréwnosé

—~1—21rr >\,
2v/14]

. Licznik ulamka jest powierzchnis,

skad
|A| < 7r?,
co koficzy dowéd.

Powyisza nieréwnosé prawdziwa jest dla dowolnych, nie tylko wypuklych, figur
plaskich. Jest tylko jeden drobiazg: przy rozpatrywaniu dowolnych figur trzeba
wiedziec, co to jest powierzchnia i obwéd, a to juz nie jest takie proste. Nierédwnosé
izoperymetryczna jest takze prawdziwa dla bryl; prawda jest mianowicie, ze wéréd bryt
o danej powierzchni najwieksza objetodé ma kula.

: M.K. i P.H.
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