
Fizyka w szklance piwa
Bohdan GRZADKOWSKI

Kazdy z Was, Drodzy Czytelnicy, obserwowal kiedys pecherzyki

gazu unoszace sie do góry w szklance wypelnionej swiezym,

chlodnym piwem (alkohol szkodzi zdrowiu!!!). Podobne zjawisko

mozna zobaczyc w szklance z woda sodowa - dla ustalenia uwagi

pozostaniemy jednak przy piwie. Postaramy sie opisac tutaj wzrost

i ruch babelków. Jak wiadomo, piwo jest nasycone dwutlenkiem

wegla. Dopóki jest ono zamkniete w butelce (choc niektórzy wola

piwo z puszki) pod zwiekszonym cisnieniem, nic ciekawego sie nie

dzieje. Jednak w momencie gdy ja otworzymy, cisnienie w butelce

zmniejsza sie na tyle, ze CO2 uwalnia sie w postaci pecherzyków

tworzacych sie na dnie i sciankach szklanki. Piwo, zaraz po otwarciu

butelki znajduje sie w stanie niestabilnym. Wlasnie zmiana

cisnienia powoduje, ze CO2 "woli" przechodzic w stan gazowy niz

pozostawac rozpuszczone w piwie. Babelki tworza sie na drobnych

nierównosciach na powierzchni szklanki (to troche tak, jak para

wodna w chmurach kondensuje sie na pylkach znajdujacych sie

w powietrzu i spada w postaci deszczu). Mozna sprawdzic, ze po

wsypaniu do szklanki, na przyklad, pieprzu (!) lub cukru (juz lepiej)

szybkosc powstawania babelków znacznie wzrasta. Na poczatku

pecherzyki rosna przyklejone do scianek, dopiero gdy dzialajaca na

nie sila wyporu stanie sie wieksza niz sila napiecia powierzchniowego

utrzymujaca je przy sciance, odrywaja sie i wedruja do góry.

Wyobrazcie sobie, ze problem babelków w piwie jest traktowany

na tyle powaznie, ze dwóch chemików ze Stanford University, Neil

Shafer i Richard Zare, przeprowadzilo doswiadczenia, w których

zmierzyli szybkosc powiekszania sie pecherzyków w miare wznoszenia

i zaleznosc ich polozenia od czasu [1]. Spróbujmy zbudowac model

opisujacy wzrost babelków, a nieco pózniej zastanowimy sie nad

ich ruchem ku powierzchni. Dzieki wspomnianym chemikom

bedziemy w stanie porównac przewidywania modelu z danymi

doswiadcz alnymi.

Dlaczego pecherzyki rosna?

Naiwnie narzucajaca sie odpowiedz brzmi: w miare oddalania sie

od dna szklanki maleje cisnienie hydrostatyczne (piwostatyczne ),

babelki sa slabiej sciskane i dzieki temu rosnie ich objetosc. Po chwili

zastanowienia zauwazymy jednak, ze jest to wyjasnienie bledne.

Na powierzchni piwa panuje cisnienie atmosferyczne 1 atm. Jak

latwo zauwazyc golym okiem, pecherzyki wedrujace od dna do

powierzchni zwiekszaja swoje rozmiary mniej wiecej Z-krotnie

(objetosc rosnie Z3-krotnie). Z równania gazu doskonalego wiemy,

ze pV = const, zatem 8-krotne zwiekszenie objetosci nastapiloby

pod wplywem tylezkrotnego zmniejszenia cisnienia. Poniewaz na

powierzchni cisnienie jest równe 1 atm, zatem na dnie szklanki

musielibysmy miec az 8 atm! Naturalnie jest to mozliwe, ale taki

kufel musialby miec okolo 80 m wysokosci (piekny widok!). Musimy

zatem takie rozwiazanie odrzucic.

Jak wiemy, babelki to dwutlenek wegla rozpuszczony w piwie, który

po otwarciu butelki uwalnia sie w postaci gazu. To wlasnie kosztem

nadmiaru (w warunkach zmniejszonego cisnienia po otwarciu

butelki) CO2 w piwie nastepuje przyrost objetosci pecherzyków,

stanowia one "centra parowania": cala swoja powierzchnia

pochlaniaja dwutlenek wegla rozpuszczony w piwie. W oparciu

o to spostrzezenie zbudujemy prosty model babelka oparty na

nastepujacych zalozeniach:
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Swiat kwaziczastek
Tomasz DIETL

Przegladajac szkolne, a takze akademickie

podreczniki fizyki, mozna odniesc

wrazenie, ze nie przystaja one zupelnie

do otaczajacej nas rzeczywistosci.

Opisuja bowiem swiat pojedynczych lub

nieoddzialujacych obiektów fizycznych,

w najlepszym razie rozwazane sa w nich

oddzialywania lub zderzenia dwóch

cial, podczas gdy nasze otoczenie

- od materii jadrowej poprzez atomy,

ciecze, ciala stale i gwiazdy - zbudowane

jest z wielkiej liczby gesto upakowanych

i omal nieprzerwanie zderzajacych sie
cial - czastek lub atomów. Wbrew dosc

powszechnemu przekonaniu, wywodzacemu

sie z klasycznego opisu gazów doskonalych,
zlozony ruch czastek, np. elektronów

w atomach lub metalach, bynajmniej nie

zamiera w zerowej temperaturze. W tych

warunkach uklad nie przekazuje jedynie

energii do otoczenia, gdyz znajduje sie

wówczas w stanie o swojej najnizszej

energii - w stanie podstawowym.

Z praktycznych wzgledów rzadko

interesuja nas jednak wlasnosci calego

ukladu. Czesciej, gdyz tego mozemy

doswiadczyc, próbujemy zbadac, w jaki

sposób obiekt naszego zainteresowania

reaguje na zewnetrzne zaburzenie,

np. dotkniecie lub oswietlenie. Staramy

sie wiec okreslic nature wzbudzen

ukladu. Wspomniane dotkniecie,

np. stolu, wywoluje przemieszczajace sie

z predkoscia dzwieku drgania atomów

wokól polozen równowagi. Oswietlenie,

np. pólprzewodnika, przenosi elektrony

do pustych poziomów energetycznych

(z pasma walencyjnego do pasma

przewodnictwa), wywolujac powstanie par
elektron-dziura. Zaburzony uklad mozna

wiec opisac poprzez podanie rodzaju,

energii i liczby wzbudzen elementarnych,

tzw. kwaziczastek, dajacych przyczynek

do calkowitej energii wzbudzenia.

W omówionych przykladach stanowily je

drgania sieci atomów, zwane fononami oraz

powiazane przyciaganiem kulombowskim

pary elektron-dziura, tzw. ekscytony.

Formalizm ten jest nieslychanie wygodny,

gdyz przy niezbyt silnym zaburzeniu

i w odpowiednio niskiej temperaturze

liczba kwaziczastek jest na tyle mala,

ze mozna zaniedbac ich oddzialywania.

A wiec nauka wyniesiona ze szkoly lub
z uczelni nie idzie na marne.

Kwaziczastki charakteryzuje ladunek q,

spin s (wewnetrzny moment pedu
w jednostkach n, stalej Plancka h

podzielonej przez 27r) oraz zaleznosc



Ruch babelków

Teraz spróbujemy odpowiedziec na pytanie, jak zmienia sie w czasie

polozenie pecherzyka CO2 w szklance z piwem. Najpierw znajdziemy

sily dzialajace na pecherzyk. Pierwsza z nich to sila wyporu

Chemicy, o których wspominalem, przeprowadzili pomiary zaleznosci

promienia pecherzyka od czasu. Okazalo sie, ze przedstawiony

powyzej model swietnie opisuje dane doswiadczalne przedstawione

na rysunku 1.
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Uwzglednienie napiecia powierzchniowego

r(t) = ro + vrt,

dN p dV p 2dr-=--=-47rr -
dt kT dt kT dt

zalozenia 3. otrzymujemy proste rów'nanie

dr ,kT- = -- = const
dt p

(3)

,kT

p

prowadziloby do pojawienia sie w ostatnim równaniu dodatkowego

wyrazu proporcjonalnego do a log (:0) .

Korzystajac z

(2)

skad

(4)

dla Vr

Rys. 1. Promien unoszacego sie

babelka w zaleznosci od czasu.

Ramiona diamencików ilustruja

wielkosc bledów doswiadczalnych

(odchylenie standardowe)

popelnianych przy pomiarze

rozmiarów babelków i czasu. Ciagla

linia opisuje najlepsze dopasowanie

przewidywan modelu (równanie (4))

do danych doswiadczalnych (promien

poczatkowy ro = 0,018 ± 0,004 cm,

predkosc v, = 0,004 ± 0,001 cm/s).

Mozemy powiedziec, ze nasz prosty

model bardzo dobrze opisuje wyniki

doswiadczalne.

5. temperatura W szklance jest stala.

Zakladajac w dodatku, ze CO2 w pecherzyku spelnia równanie gazu

doskonalego: pV = kTN, gdzie p, V, T, N to cisnienie, objetosc,

temperatura i liczba czasteczek CO2, ak - stala Boltzmanna,

dostajemy

dN

(1) dt = ,47rr2
gdzie N jest liczba czasteczek CO2 w pecherzyku, r jego promieniem,

a , stalym wspólczynnikiem proporcjonalnosci,

4. dodatkowo zakladamy, ze cisnienie CO2 spowodowane istnieniem

napiecia powierzchniowego mozna pominac,

Cisnienie powierzchniowe w przypadku sfery zalei.y od promienia jak 2a)r,

gdzie u jest stalym wspólczynnikiem napiecia powierzchniowego, Widac stad,

ze dla r bardzo malego (zgadnij sam, co to znaczy, Drogi Czytelniku) ten

efekt moze byc istotny, Jesli ograniczymy rozwazania do babelków srednich

roznliar6w (tak jak tutaj), to mozna przyjac, ze cfekty zwiazane 7.e :unianc.\

napiecia powierzchniowego sa pomijalne. W l'l.eczywistosci jednak efektywnie

uwzgledniamy napiecie powierzchniowe zakladajac kulistosc babelków.

1. babelki sa kuliste,

2. cisnienie hydrostatyczne jest stale (poprzednie rozwazania

pozwalaja przyjac to zalozenie, przynajmniej przy opisie doswiadczen

wykonanych przy uzyciu szklanek o normalnych rozmiarach),

3. szybkosc pochlaniania CO2 jest wprost proporcjonalna do

powierzchni pecherzyka:

energii od pedu, e(p), lub - na mocy

dualizmu korpuskularno-falowego

- czestosci wlasnej w = e/n od dlugosci

fali A = h/p. W przypadku fononów

q = O, a = O, e = vp/n, gdzie v jest

predkoscia dzwieku. Dla ekscytonu q = O,

s = O, e = p2/2M, gdzie M = m; + mi.

jest suma mas efektywnych elektronu

w pasmie przewodnictwa i dziury w pasmie

walencyjnym. Ze wzgledu na wplyw

potencjalu pochodzacego od atomów

tworzacych pólprzewodnik masy efektywne

róznia sie znacznie od masy swobodnego

elektronu m; w zaleznosci od materialu m·

zmienia sie w granicach od O,OOlm do 2m.

Podobnie jak czastki, kwaziczastki danego

rodzaju sa nierozróznialne. Ta wlasnosc

obiektów mikroswiata, pozornie bez

wiekszego znaczenia, ma bardzo wazne

konsekwencje. Zastanówmy sie wiec nad

prawdopodobienstwem przejscia dwóch

identycznych czastek znajdujacych sie

w punktach al i bl do punktów az i bz.

Ze wzgledu na nierozróznialnosc czastek

musimy rozwazyc zarówno proces "wprost"

al -> a2, bl -> bz (linie ciagle na rysunku),

jak i proces "wymiany" al -> b2, bl -> a2

(linie przerywane).

Mozna by wiec sadzic, ze proces

wymienny zawaze zwieksza calkowite

prawdopobienstwo przejscia, przy I

czym, gdy az = bz, zwiekszenie to

jest dwukrotne. Rozumowanie to jest

jednak równie bledne jak twierdzenie,

ze przy badaniu zjawiska interferencji

metoda Younga otwarcie drugiej szczeliny

zwiekszy dwukrotnie natezenie swiatla

na ekranie. Jak wiemy, w doswiadczeniu

Younga w zaleznosci od punktu ekranu

obserwujemy wzmocnienie (czterokrotne)

badz pelne wygaszenie swiatla. O tym,

czy w punkcie r nastepuje wzmocnienie

czy oslabienie, decyduje wzgledna faza

fal elektromagnetycznych pochodzacych

z dwóch szczelin; oznaczmy te faze przez f3.

W przypadku dwóch czastek musimy wiec

wiedziec, jaka jest wzgledna faza f3 procesu

wprost i procesu wymiennego. Poniewaz,

jak widac na rysunku, dwa nastepujace po
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pomniejszona o ciezar pecherzyka, równa, zgodnie z prawem

Archimedesa:

(5) Fw=V(p-P')g~Vpg,

gdzie p, p' to gestosc piwa i gestosc CO2 w pecherzyku, a g jest

przyspieszeniem ziemskim. Pominiecie p' po prawej stronie

powyzszego wzoru jest uzasadnione. Zalózmy teraz dodatkowo,

ze predkosc ruchu pecherzyków jest na tyle mala, ze podczas ruchu

zachowuja one ksztalt sferyczny. Przy duzych predkosciach zalozenie

to przestaje byc sluszne, a z kul robia sie poziomo splaszczone

dyski. Naturalnie, jak to w fizyce bywa, nie bedziemy rozwazac

tego trudnego, realistycznego przypadku, lecz ograniczymy sie do

rozpatrzenia sytuacji, gdy babelki zachowuja ksztalt sferyczny.

Podczas ruchu pecherzyka, oprócz sily wyporu i ciezkosci, dziala na

niego równiez sila oporu, a jej prawidlowy opis to najtrudniejszy

punkt naszych rozwazan. Zauwazmy najpierw, ze babelki poruszaja

sie coraz szybciej j widocznie sila oporu rosnie wolniej niz sila wyporu

Fw = ~7rT3 pg. Do opisu sily oporu posluzymy sie tzw. prawem

Stokesa, które mówi, ze sila oporu dzialajaca na sztywna kule

poruszajaca sie w nieskonczonym, lepkim osrodku wynosi

dz

(6) Fs = 67r'rJr dt '

gdzie 'rJ = 1,3· 10-2 g/(cm·s) to wspólczynnik lepkosci, r - promien

k lk' dz .. dk"
u l, a dt - Jej pre osc.

sobie procesy wymienne sa równowazne

procesowi wprost, wiec

{32 = 1 .

. Widzimy zatem, ze istnieja dwie

mozliwosci, {3= l i {3= -1. Pierwsza
z nich zachodzi dla czastek i kwaziczastek,

dla których spin jest liczba calkowita.

Nazywamy je bozonami. Ze wzgledu na

konstruktywna interferencje procesów

wprost i wymiennych bozony sa

towarzyskie: prawdopodobienstwo

przejscia bozonu do jakiegos stanu

jest tym wieksze, im wiecej juz ich

w tym stanie jest. Jest to powód wielu

niezwyklych zjawisk: akcji laserowej,

nadcieklosci i nadprzewodnictwa.

W przypadku lasera fotony krazace
miedzy zwierciadlami "wymuszaja" taka

rekombinacje par elektron-dziura, która

wiaze sie z powstaniem fotonów o tej samej

czestosci i fazie. W zjawisku nadcieklosci

i nadprzewodnictwa ruch atomów 4He lub

par elektronowych odbywa sie bez tarcia,

bowiem wszystkie sa w tym samym stanie

kwantowym, maszeruja w tym samym

szeregu, z którego jest je bardzo trudno

wyrwac.

(

Chociaz kwaziczastki sa badz bozonami,

badz fermionami, wykryto zjawiska,

w których nastepuje przemiana

statystyczna - fermiony zamieniaja
sie w bozony lub bozony w fermiony.

Dla przykladu, ekscyton jest bozonem,

ale w odpowiednio wysokiej temperaturze,

nim elektron i dziura,znikna (przekazujac
energie wzbudzenia np. fotonom lub

fononom), nastapic moze dysocjacja
ekscytonu na dwa niezaleznie poruszajace

sie fermiony - elektron i dziure.

Z kolei w niskiej temperaturze i przy

dostatecznie duzej kancentracji ekscytonów

(a wiec przy duzym natezeniu swiatla

i odpowiednio powolnej rekombinacji)
w niektórych materialach zachodzi

"skroplenie" ekscytonów w ciecz (plazme)

elektronowo-dziurowa. W cieczy tej pary

elektron-dziura traca calkowicie swoja

indywidualnosc. Ciecz ta przypomina
raczej stopiony metal, w którym zakaz

Pauliego i sily kulombowskie miedzy

wszystkimi ladunkami wyznaczaja ruchy

W przeciwienstwie do b~zonów fermiony

- czastki o spinie polówkowym - unikaja

sie. Ze wzgledu na destruktywna

interferencje procesu wprost i wymiennego

obowiazuje dla ni,ch zakaz Pauliego:
w tym samym stanie kwantowym moze

znajdowac sie co najwyzej jeden fermion.

Zakaz Pauliego okresla obserwowana

doswiadczalnie budowe jader atomowych

i atomów. Lezy wiec u podstaw techniki

jadrowej i chemii.

(9) w=f(t)w+h,

. 9'rJ 1 2g

gdzle w = z(t), f(t) = --~( )' h = -. Standardowe metody"'p r t '"

rozwiazywania równan rózniczkowych (zamiana zmiennych

i uzmiennianie stalej) prowadza do nastepujacego wyrazenia

ah lU eX
(10) w = _e-u z-dx,

V UD X

Zauwaz, Drogoi Cl,ytclniku, :i.e gdy ciecz jest nielepka (t] = O), to Fs == O, co jest

na pierwszy rzut oka niezgodne 7. nasza intuicja. Jest to jednak zupelnie niezla

intuicja, gdyz dosc rzadko (nigdy) marny do czynienia z nielepkim przeplywern,

taka niclepka woda nazywana jest czasarni sucha woda

Zakladajac, ze Fs opisuje sile oporu dzialajaca na pecherzyk,

jestesmy teraz w stanie napisac równanie ruchu

d2z 4 3 dz

(7) m dt2 = 37rr pg - 67r'rJr dt '

gdzie z oznacza pionowa wspólrzedna babelka, natomiast m dane

jest wzorem

( ) '" 4 38 m = - . -7rr p.
2 3

Zauwazmy, ze dla", = 2, m jest masa piwa (!) zawarta w kuli

o rozmiarach pecherzyka. W zasadzie, zamiast m powinnismy

wstawic tam mase pecherzyka ~7rr3p', musimy jednak pamietac,

ze obiekt poruszajacy sie w lepkim osrodku "ciagnie" za soba

"przylepiona" do siebie ciecz. W porównaniu z nia rzeczywista

mase CO2 w babelku mozna pominac. Wlasnie dlatego

w równaniu ruchu (7) pominelismy mase CO2, a wprowadzilismy

sparametryzowana wzorem (8) te dodatkowa, "przylepiona" mase

plwa.

Wspólczynnik", wprowadzilismy po to, by sprawdzic, jak silnie ruch

pecherzyka zalezy od wielkosci "przylepionej" masy. Znalezione przez

nas równanie daje sie przepisac w wygodniejszej postaci:

3
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Teraz juz, Drogi Czytelniku, po uswiadomieniu sobie naszych

slabosci zostawiam Cie, zyczac wielu udanych eksperymentów

i znalezienia prawidlowego modelu opisujacego ruch babelków

w pIWIe.
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Rys.2. Polozenie babelków
w zaleznosci od czasu:

diarnenciki ~ dane doswiadcza.lne,

linia ciagla - przewidywanie modelu.

O l

. 9ry a
gdZIe a = --, a u = - -.

"'pVr r

Kolejne calkowanie doprowadza nas do wyrazenia na polozenie

w zaleznosci od czasu

(11) z(t) = lt w(r)dr.

Wyrazenie to mozna latwo scalkowac na kalkulatorze czy

komputerze. Jednak zamiast pracowitego calkowania mozna równiez

pomyslec i zauwazyc, ze o ile", nie jest za duze (okazuje sie, ze to

znaczy nie wieksze niz 102), to w równaniu ruchu mozna pominac

d2z ,. l' d' . d' .
wyraz m--z w porownamu z pozosta ymI, a wte y rowname aJe SIe

dt

latwo rozwiazac:

2 g P 3
(12) z(t) = ---[(ro + vrt) - rg].

27 Vr ry

Numeryczne calkowanie równan moze nas upewnic, ze o ile", < 102,

to powyzsze równanie bardzo dobrze przybliza dokladne rozwiazanie

równania ruchu.

S
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Wprawdzie udalo nam sie rozwiazac równanie ruchu, ale nie

nasz wyjsciowy problem. Jak widzimy bowiem z rysunku 2, tym

razem nasza "teoria" (linia ciagla) nie opisuje prawidlowo danych

doswiadczalnych. W rzeczywistosci pecherzyk porusza sie znacznie

wolniej, niz to przewiduje nasze rozwiazanie; sila oporu musi byc

zatem wieksza od danej przez prawo Stokesa. Zanim zostawie Cie,

Drogi Czytelniku, z tym fundamentalnym problemem, przypomnijmy

sobie, jakie zalozenia sa robione przy wyprowadzeniu prawa

Stokesa i zastanówmy sie, czy przystaja one do naszej babelkowej

rzeczywistosci:

• kulka jest sztywna - tymczasem nasz pecherzyk rosnie, wiec

sztywny nie jest,

• predkosc (jej styczna i prostopadla skladowa) na powierzchni kulki

znika (ciecz nie wnika do wnetrza kulki, a z powodu lepkosci nie

plynie równiez po jej powierzchni) - w naszym przypadku skladowa

styczna predkosci piwa na powierzchni pecherzyka moglaby byc

rózna od zera,

• ciecz jest nieskonczona - tymczasem nasze piwo zawiera sie

w szklance.

elektronów i dziur (dodatnich jonów

w metalu). Innym przykladem przemiany

statystycznej jest nadprzewodnictwo

metali. Wiaze sie ono z istnieniem

obszaru odksztalcenia sieci krystalicznej

za poruszajacym sie elektronem, który

moze "spulapkowac" inny elektron.

W dostatecznie niskiej temperaturze

powstale pary, bozony, nie rozpadaja sie,

a wiec staje sie mozliwa ich kondensacja

- przejscie do jednego stanu kwantowego.

Czy bozony i fermiony wyczerpuja

wszystkie mozliwosci? Czy istnieja

kwaziczastki podlegajace innej statystyce?

W 1982 r. Frank Wilczek, fizyk

amerykanski o polskich korzeniach,

wysunal przypuszczenie, ze w przestrzeni

dwuwymiarowej moga istniec kwaziczastki

o innych statystykach, a co za tym idzie,

o nie znanych dotychczas wlasnosciach.

Wilczek uwaza, ze w przestrzeni

dwuwymiarowej dwa procesy wymienne

zawsze wiaza sie z okrazeniem jednej

kwaziczastki przez druga, a wiec nie sa

równowazne procesowi wprost. Wynika

stad, ze warunek {32= 1, a wiec {3= ±1,

nie musi byc spelniony. W szczególnosci

wzgledna faza {3 procesu wymiennego

i wprost moze przyjmowac wartosci

ulamkowe! Wilczek nadal kwaziczastkom

o takich wlasnosciach nazwe anyon od

angielskiego slowa any, w tym kontekscie

dowolny, kazdy (w Postepach Fizyki 6/1993

ukazal sie interesujacy artykul poswiecony

tym czastkom, dla których wprowadzono

nazwe kazdony).

Mozna by sadzic, ze poniewaz zyjemy

w przestrzeni trój wymiarowej,

spekulacje Wilczka maja charakter

ciekawostki teoretycznej. Okazuje sie

jednak, ze istnieje wiele materialów,

w których kwaziczastki poruszaja sie

jedynie w pewnych plaszczyznach.

Na przyklad w wysokotemperaturowych

nadprzewodnikach ruch kwaziczastek

odpowiedzialnych za nadprzewodnictwo

(dziur) ograniczony jest do plaszczyzn

tworzonych przez tlenek miedzi CU02'

Czesc badaczy wiaze nawet wysokie

temperatury przejscia do stanu

nad przewodzacego w tych materialach

z ulamkowa statystyka, chociaz intensywne

poszukiwania bezposrednich dowodów

istnienia egzotycznych kwaziczastek

nie daly dotad pozytywnych wyników.

Pojawiaja sie natomiast coraz bardziej

przekonujace dowody na istnienie

anyonów w silnym polu magnetycznym

w ... tranzystorach typu MOS-FET

i HEMT. Te pierwsze, krzemowe

tranzystory polowe z izolowana bramka

(M etaJ-Oxide-Silicon - Field- Effect- Transistor.),

4
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log7 < n log2 - [n log2] < log8.

stanowia podstawowy element

budowy "mózgu" kalkulatora

lub zegarka. Z kolei tranzystory
z wysoka ruchliwoscia elektronów

(High-Electron-Mobility- 2lansistors) powszechnie

wykorzystywane sa do wzmacniania

sygnalu w antenach satelitarnych.

"Sercem" tych tranzystorów jest

kondensator, którego jedna okladke

stanowi pólprzewodnik (Si w strukturze

MOS-FET, GaAs w strukturze HEMT),
a role dielektryka spelnia material

o szerokiej przerwie energetycznej,

odpowiednio Si02 i Alo,sGao,7As. Przy

odpowiedniej polaryzacji kondensatora

w pólprzewodniku - przy granicy

z dielektrykiem - pojawiaja sie elektrony,

które moga poruszac sie swobodnie jedynie
w plaszczyznie zlacza. Dla pewnych

szczególnych wartosci strumienia pola

magnetycznego, przypadajacego na jeden

elektron, elektrony ulegaja przemianie

w anyony - zlozone kwaziczastki,
w których sklad wchodzi kwazielektron
i calkowita liczba kwantów strumienia

pola magnetycznego. I jeszcze jedno, ich

Eksperymentujac dalej mozna stwierdzic, na przyklad, ze siódemka obserwacja wymaga obnizenia temperatury

jest pierws.ra cyfra liczb 256, 266, 276, 286 i 296 (ale 2106 ma za do okolo 50 mK oraz przylozenia pola

pierwsza cyfre ósemke ... ). Strasznie to jednak niezdarny sposób. magnetycznego rzedu 20 'r, tj. 4, 105 razy
wiekszego od pola ziemskiego.

Pora na rozwiazanie w miare eleganckie, pozwalajace na wyciagniecie •••••••••••••••••••••
wielu wniosków. Na poczatek trzeba, oczywiscie, zrozumiec, co to

wlasciwie znaczy, ze 7 jest pierwsza cyfra licz by 2n. Odpowiedz jest

latwa: 7 jest pierwsza cyfra liczby 2n wtedy i tylko wtedy, gdy dla

pewnego k E N mamy 7 ' lOk < 2n < 8 ' lOk. Aby otrzymac prostszy,

równowazny zapis, logarytmujemy te nierównosci stronami (przy

podstawie 10); daje to k + log 7 < n log 2 < k + log 8. Poniewaz

O < log 7 < log 8 < 1, to k jest czescia calkowita liczby n log 2, skad
ostatecznie

o potegach dwójki
Pawel STRZELECKI

Zaczniemy od sformulowania ciekawego problemiku.

Zadanie. Rozpatrzmy ciag (an)nEN zlozony z pierwszych cyfr

kolejnych poteg dwójki:

1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, 1, 2, 5, 1, 2, 4, 8, ...

Czy w ciagu tym pojawi sie kiedykolwiek siódemka?

Zadanie to (i rózne jego warianty) mozna odnalezc w wielu

miejscach, np. w artykule Zbigniewa Marciniaka Spacerujacy

matematyk (Delta 7/1991) czy w slynnym podreczniku W.I. Arnolda

Równania rózniczkowe zwyczajne. Na ogól towarzysza mu pewne

wskazówki czy udowodnione fakty pomocnicze. Autor niniejszego

tekstu nie zna jednak miejsca, gdzie wspomniane zadanie mozna

znalezc w towarzystwie kompletnego rozwiazania, takiego w stylu

"kawe na lawe". Spróbujmy temu zaradzic.

N a poczatek rozwiazanie rozpaczliwe: za pomoca olówka i kartki

papieru albo nieco nowszych wersji tego narzedzia (dobry kalkulator?

komputer?) Wytrwaly Czytelnik latwo sprawdzi, ze

246 = 70 368 744 177664.

Zeby rozwiazac zadanie z poczatku artykulu, wystarczy teraz

skojarzyc ze soba kilka znanych faktów.

Lemat 1. Liczba log 2 jest nie wymierna.

Lemat 2. Jesli liczba x jest niewymierna oraz cn: = nx - [nx], to dla

dowolnych a 2' b spelniajacych O ~ a < b ~ l, nieskonczenie wiele

wyrazów ciagu Cn lezy w przedziale (a, b).

Zanim podamy dowody lematów, popatrzmy na ich konsekwencje.

Po pierwsze, z Lematu 2 zastosowanego dla x = log 2, a = log 7,

b = log 8 wynika, ze siódemka jest pierwsza cyfra nieskonczenie

wielu poteg dwójki. Jesli zastosujemy Lemat 2 dla x = log 2,

a = log(77) - 1, b = log(78) - 1, pamietajac, iz 1 = [log 77] = [log78],

to przekonamy sie, ze na poczatku zapisu dziesietnego liczby 2n

moga stac równiez dwie siódemki. Rozumujac podobnie nietrudno

stwierdzic, ze na poczatku zapisu dziesietnego liczby 2n moze

wystapic dowolny skonczony ciag cyfr: 1994 albo 1234, albo 567890,

itd .... Dla niedowiarków prezentujemy na koncu niniejszego artykulu

kalendarz waznych dat zestawionych z odpowiednimi potegami

dwójki.

Rys. 1. Wyrazy cia,gu (cn) to cz~,ki
ulamkowe kolejnych wielokrotnosci x

(x =../2; n = 1,2,3).
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