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log7 < n log2 - [n log2] < log8.

stanowia podstawowy element

budowy "mózgu" kalkulatora

lub zegarka. Z kolei tranzystory
z wysoka ruchliwoscia elektronów

(High-Electron-Mobility- 2lansistors) powszechnie

wykorzystywane sa do wzmacniania

sygnalu w antenach satelitarnych.

"Sercem" tych tranzystorów jest

kondensator, którego jedna okladke

stanowi pólprzewodnik (Si w strukturze

MOS-FET, GaAs w strukturze HEMT),
a role dielektryka spelnia material

o szerokiej przerwie energetycznej,

odpowiednio Si02 i Alo,sGao,7As. Przy

odpowiedniej polaryzacji kondensatora

w pólprzewodniku - przy granicy

z dielektrykiem - pojawiaja sie elektrony,

które moga poruszac sie swobodnie jedynie
w plaszczyznie zlacza. Dla pewnych

szczególnych wartosci strumienia pola

magnetycznego, przypadajacego na jeden

elektron, elektrony ulegaja przemianie

w anyony - zlozone kwaziczastki,
w których sklad wchodzi kwazielektron
i calkowita liczba kwantów strumienia

pola magnetycznego. I jeszcze jedno, ich

Eksperymentujac dalej mozna stwierdzic, na przyklad, ze siódemka obserwacja wymaga obnizenia temperatury

jest pierws.ra cyfra liczb 256, 266, 276, 286 i 296 (ale 2106 ma za do okolo 50 mK oraz przylozenia pola

pierwsza cyfre ósemke ... ). Strasznie to jednak niezdarny sposób. magnetycznego rzedu 20 'r, tj. 4, 105 razy
wiekszego od pola ziemskiego.

Pora na rozwiazanie w miare eleganckie, pozwalajace na wyciagniecie •••••••••••••••••••••
wielu wniosków. Na poczatek trzeba, oczywiscie, zrozumiec, co to

wlasciwie znaczy, ze 7 jest pierwsza cyfra licz by 2n. Odpowiedz jest

latwa: 7 jest pierwsza cyfra liczby 2n wtedy i tylko wtedy, gdy dla

pewnego k E N mamy 7 ' lOk < 2n < 8 ' lOk. Aby otrzymac prostszy,

równowazny zapis, logarytmujemy te nierównosci stronami (przy

podstawie 10); daje to k + log 7 < n log 2 < k + log 8. Poniewaz

O < log 7 < log 8 < 1, to k jest czescia calkowita liczby n log 2, skad
ostatecznie

o potegach dwójki
Pawel STRZELECKI

Zaczniemy od sformulowania ciekawego problemiku.

Zadanie. Rozpatrzmy ciag (an)nEN zlozony z pierwszych cyfr

kolejnych poteg dwójki:

1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, 1, 2, 5, 1, 2, 4, 8, ...

Czy w ciagu tym pojawi sie kiedykolwiek siódemka?

Zadanie to (i rózne jego warianty) mozna odnalezc w wielu

miejscach, np. w artykule Zbigniewa Marciniaka Spacerujacy

matematyk (Delta 7/1991) czy w slynnym podreczniku W.I. Arnolda

Równania rózniczkowe zwyczajne. Na ogól towarzysza mu pewne

wskazówki czy udowodnione fakty pomocnicze. Autor niniejszego

tekstu nie zna jednak miejsca, gdzie wspomniane zadanie mozna

znalezc w towarzystwie kompletnego rozwiazania, takiego w stylu

"kawe na lawe". Spróbujmy temu zaradzic.

N a poczatek rozwiazanie rozpaczliwe: za pomoca olówka i kartki

papieru albo nieco nowszych wersji tego narzedzia (dobry kalkulator?

komputer?) Wytrwaly Czytelnik latwo sprawdzi, ze

246 = 70 368 744 177664.

Zeby rozwiazac zadanie z poczatku artykulu, wystarczy teraz

skojarzyc ze soba kilka znanych faktów.

Lemat 1. Liczba log 2 jest nie wymierna.

Lemat 2. Jesli liczba x jest niewymierna oraz cn: = nx - [nx], to dla

dowolnych a 2' b spelniajacych O ~ a < b ~ l, nieskonczenie wiele

wyrazów ciagu Cn lezy w przedziale (a, b).

Zanim podamy dowody lematów, popatrzmy na ich konsekwencje.

Po pierwsze, z Lematu 2 zastosowanego dla x = log 2, a = log 7,

b = log 8 wynika, ze siódemka jest pierwsza cyfra nieskonczenie

wielu poteg dwójki. Jesli zastosujemy Lemat 2 dla x = log 2,

a = log(77) - 1, b = log(78) - 1, pamietajac, iz 1 = [log 77] = [log78],

to przekonamy sie, ze na poczatku zapisu dziesietnego liczby 2n

moga stac równiez dwie siódemki. Rozumujac podobnie nietrudno

stwierdzic, ze na poczatku zapisu dziesietnego liczby 2n moze

wystapic dowolny skonczony ciag cyfr: 1994 albo 1234, albo 567890,

itd .... Dla niedowiarków prezentujemy na koncu niniejszego artykulu

kalendarz waznych dat zestawionych z odpowiednimi potegami

dwójki.

Rys. 1. Wyrazy cia,gu (cn) to cz~,ki
ulamkowe kolejnych wielokrotnosci x

(x =../2; n = 1,2,3).

5



przed rozpoczQcicm nawijania

Co wiecej, prawdziwy jest takze

Wniosek. Jesli liczba naturalna p > 1 nie jest liczba postaci lOk J k E NJ to na

poczatku zap2'su dziesietnego liczby pn moze pojawic sie dowolny skonczony ciag

cyfr.

-1
t

o
l

1
t

Dla dowodu wystarczy zauwazyc, ze liczba log p jest niewymierna, i powtórzyc

poprzednie rozwazania.

T

w trakcie nawijania

215 216

re I I ...,i:',

T ... ,-2,-1.0.1,2 ..... 2]4

Rys. 2. Wezmy okrag T o obwodzie 1.

Linie prosta wyobrazrny sobie ja.ko

nitke (nieskonczenie cienka). Na.winmy

t~ "nitk~" na okrag T jak na szpulk~.

W ówczas wszystkie punkty prostej

odpowiadajace liczbom calkowitym

"skleja si~" do jednego punktu na

okr~gu. Punkt ten b~dziemy oznaczac

przez O.

Rys. 3. Dlugosc luku (O,jn(O)) jest

równa en (luk od punktu O do jn(O)

trzeba prowadzic przeciwnie do

kierunku ruchu wskazówek zegara).

o

Rys. 4. j", czyli .-ta iteracja j, jest

obrotem o malutki kat 2rre (nie wiemy

tylko, w która stron<;).

Rys. 5. Dlugosc luku pomiGdzy

punktami bms orar. b(m+l)s jest
równa € < b-a. Gdy nI.. rosnie,

to punkty bm" obiegaja okrag dookola;

na kazdym oknltZcniu przynajmniej

jeden z nich wpada w "dziure" na

luku (a, b).

Dowód Lematu l. Gdyby dla pewnych l, m E N zachodzila równosc

.i- = log 2, to wprost z definicji logarytmu mielibysmy 101/m = 2, czyli 101 = 2m.m

To jest sprzecznosc, bowiem 101 dzieli sie przez 5, zas 2m - nie .•

Dowód ~ematu 2. Zauwazmy najpierw, ze wszystkie wyrazy

ciagu Cn sa rózne. Gdyby bowiem Ck = Cm dla m =1= k, to mielibysmy

(k - m)x = [kx] - [mx]. To jest sprzecznosc, bowiem iloczyn róznej od

zera liczby calkowitej k - m oraz liczby niewymiernej x nie moze byc liczba

calkowita.

Wezmy teraz takie n E N, ze ~ < b-a. Poniewaz liczby CI, C2, ... , Cn+l sa

rózne i naleza do odcinka [0,1], wiec z zasady szufladkowej Dirichleta wynika,

ze dla pewnych i oraz s takich, ze 1 ~ i < i + s ~ n + 1, mamy
1

(1) O < e: = ICi - ci+.1 ~ - < b - a.n

Dalej wygodnie jest posluzyc sie nastepujacym wyobrazeniem.

Os liczbowa mozemy zwinac w okrag T o dlugosci 1 z wyróznionym punktem O

(tak, jak pokazuje rys. 2). Dla a, [3 E [0,1] przez (a, (3) oznaczac bedziemy luk

okregu T odpowiadajacy przedzialowi (a, (3) C [0,1].

Niech f : T --> T bedzie obrotem o kat 27fX radianów w kierunku przeciwnym

do ruchu wskazówek zegara. Zamiast patrzec na liczby Cn na odcinku [0,1],

bedziemy obserwowac na okregu T obrazy punktu O pod dzialaniem kolejnych

iteracji f. Chwila namyslu pozwala stwierdzic, ze dlugosc luku (O, bn), gdzie

bn := r(O) == f o ... o f(O),'-v-'
n ra7.y

jest równa Cn (rys. 3). Zatem, dzieki nierównosciom (1) wiemy, ze dlugosc luku

miedzy punktami bi oraz bi+. = f' (ai) jest równa e < b-a. Oznacza to, ze !"
jest obrotem o kat 27fe (rys. 4); kierunek tego obrotu nie ma dla nas znaczenia.

Wynika stad, oczywiscie, ze nieskonczenie wiele sposród punktów b., b2.,

b3., ... , nalezy do luku (a, b) zawartego miedzy punktami a i b. Jesli

bowiem wyjdziemy z ustalonego punktu O i bedziemy chodzic nieskonczenie

dlugo po okregu T, stale w te sama strone, stawiajac kroczki o dlugosci e,

to nieskonczenie wiele razy staniemy na luku (a, b), bo jego dlugosc, b - a, jest

wieksza niz dlugosc naszego kroku, e (rys. 5) .•

A dlaczego wsród pierwszych wyrazów ciagu utworzonego z pierwszych cyfr

kolejnych poteg dwójki nie widac siódemek? Dlaczego ten zdradliwy ciag

wyglada na okresowy? Powód jest prosty: liczba

log 2 = 0,3010299956 ...

bardzo dobrze daje sie przyblizyc liczba wymierna 0,3, a dla x E Q ciag

en = nx - [nx] jest okresowy. Dlatego wlasnie po obejrzeniu kilkunastu

poczatkowych wyrazów ciagu (an) mozna nabrac nieslusznego przekonania,

ze ów ciag ma okres 10 i siódemka w nim nie wystepuje, ósemka zas pojawia sie

dosc czesto.

W 1910 roku Waclaw Sierpinski, 'Hermann Weyl oraz P. Bohl udowodnili

niezaleznie, ze dla niewymiernego x ciag Cn = nx - [nx] jest równomiernie

rozlozony na odcinku [0,1]. Dokladniej, jesli wezmiemy dowolne a i b,
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a8 (n)
lim -- = log9 -log8,

n-+oo n

Rozwiazanie zadania M 708.
Tak. Proste rachunki przekonuja nas,

ze funkcje

tlx) = (V2)X ora1. g(x) = 10gyl2x

spelniaja wszystkie wymogi zadania.

Rozwiazanie zadania M 709.
Szacujac kazda z podstaw pot~gi

po lewej stronie nierównosci przez

max(x, y) dostajemy natychmiast

xsin2 O! . yCOS2 a: ~

~ max(x, y)sin2 a+cos2 a: =

=max(x,y) <x+y.

Ostatnia nier6wnosc jest ostra, bo obie

liczby x i y sa dodatnie.

Rozwiazanie zadania M 710.

Niech n oznaC1.a liczb~ kul bialych

w urnie, k zas - liczb~ kul czarnych.

Zbi6r zdarzen elementarnych O

w naszy~ dwukrotnym losowaniu

to produkt kartezjanski U X U,

gdzie U jest zbiorem wszystkich kul

w urnie. Zatem, 101 = (n + k)'. Latwo

stwierdzic, ze zdarzen sprzyjajacych

jest n' + k' (losujemy jedna z n kul

bialych, i za drugim razem tez kul~

biala, albo jedna z k czarnych i za

drugim razem tez czarna). Stad

n' + k' lp----->­
-(n+k)'-2

na mocy oczywistej nierównosci

n' +k' ~ 2nk.

O::; a < b ::; 1, i przez kn(a, b) oznaczymy liczbe elementów zbioru

{Ci: 1::; i ::;n, Ci E (a, b)}, to wówczas .

(2) lim kn (a, b) = b - a .
n-+oo n

Mówiac obrazowo i niezbyt precyzyjnie, gdy dlugo chodzimy po okregu

dlugosci 1 stawiajac kroczki niewymiernej dlugosci, to na kazda dziure bedziemy

nastepowac mniej wiecej z czestoscia proporcjonalna do dlugosci tej dziury.

Przetlumaczmy ten fakt na jezyk poteg dwójki. Niech a7 (n) i as( n) oznaczaja

od powiednio liczbe siódemek i ósemek wsród pierwszych n wyrazów ciagu an.

Z równosci (2) wynika, ze

lim a7 (n) = log 8 - log 7 ,
n-+oo n

zatem

. a7 (n) log 8 - log 7

hm -( -) = l l = 1,13370 ... > 1.n--+oo a8 n og 9 - og 8

Oznacza to, ze obserwujac odpowiednio dlugie fragmenty ciagu an zlozonego

z pierwszych cyfr kolejnych poteg dwójki zobaczymy nieco wiecej siódemek niz

ósemek.

Wspomniany wynik Bohla, Sierpinskiego i Weyla oraz nasz fakcik o siódemkach

i ósemkach sa w istocie prostymi wnioskami z bardzo ogólnego i glebokiego

twierdzenia ergodycznego G.D. Birkhoffa (pochodzacego z 1931 roku), ale

to juz zupelnie inna historia.

Kalendarz z poteg dwójki

Wydarzenie RokPotega dwójki
Chrzest Polski

9662568 = 9,6613 ... X 10170

Powstanie Uniwersytetu Jagiellonskiego

13642~4~'" = 1,3644 ... X 101u~0

Unia Polski z Litwa

138523050 = 1,3851 ... X 10918

Bitwa pod Grunwaldem

14102004\l = 1,4107 ... X 101008

Sobieski pod Wiedniem

16832'09 = 1,6832 ... X 10212

Wydanie "Philosophice Naturalis Principia Mathematica" Newtona

168726143 = 1,6875 ... X 101849

Pierwszy rozbiór Polski

17722921 = 1,7726 ... X 10277

Drugi rozbiór Polski

17922'-'41\' = 1,7920 ... X 10746

Trzeci rozbiór Polski

17952.l0U\l= 1,7958 ... X 10404

Kongres Wiedenski

18152931 = 1,8152 ... X 10280

Powstanie Uniwersytetu Warszawskiego

18162'{~~\l = 1,8160 ... X 10"''''U\l

Urodzil sie Stefan Banach

189228133 = 1,8921 ... X 102448

Wybuch II wojny swiatowej

19392"""''-' = 1,9392 ... X 101662

Koniec II wojny swiatowej

194521931 = 1,9450 ... X 10581

N arodziny Delty

19742-"''''' = 1,9745 ... X 10466

Dzien dzisiejszy

199423592 = 1,9940 ... X 101081

Zadanie dla Czytelnika. Dla jakiego n liczba 2n ma na poczatku cztery

siódemki? A piec siódemek? Jak oszacowac z góry najmniejsza liczbe n, dla

której zapis dziesietny 2n rozpoczyna sie od 1994 kolejnych siódemek?
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