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O pOt egach dWOJ ki - stanowia podstawowy element

budowy ,mézgn” kalkulatora -
Pawet STRZELECKI Jub zegarka. Z kolei tranzystory
z wysoka ruchliwoécia, elekironéw
( High-Electron-Mobility- Transistors) powszechnie
wykorzystywane sa do wzmacniania

Zaczniemy od sformulowania ciekawego problemiku.

Zadanie. Rozpatrzmy ciag (a,)nenN zlozony z pierwszych cyfr sygnalu w antenach satelitarnych.
kolejnych poteg dwéjki: poercem” tych tranzystordw jest
1,2 4,8, 1,3, 6,1,2 5, 1,2 4,8,... konden'sa.t::}r, ktérego.]edn.a,-okladke
stanowi pélprzewodnik (Si w strukturze
Czy w ciagu tym pojawi sie kiedykolwiek siédemka? MOS-FET, GaAs w strukturze HEMT),

" S e . . " ; a role dielektryka spelnia material
Zadanie to (i rézne jego warianty) mozna odnalezé w wielu il / 4
o szerokiej przerwie energetycznej,

miejscach, np. w artykule Zbigniewa Marciniaka Spacerujgcy odpowiednio Si0; 1 AlgsGao.7As. Pray
matematyk (Delta 7/1991) czy w stynnym podreczniku W.I. Arnolda odpowiedniej pola.rysa.cii kon;iensa.tora

Réwnania rézniczkowe zwyczajne. Na ogdl towarzysza mu pewne w pélprzewodniku — przy granicy
wskazéwki czy udowodnione fakty pomocnicze. Autor niniejszego 2z dielektrykiem — pojawiaja sie elektrony,
tekstu nie zna jednak miejsca, gdzie wspomniane zadanie mozna ktére moga poruszaé si¢ swobodnie jedynie
znalefé w towarzystwie kompletnego rozwiazania, takiego w stylu w plaszczyinie zlacza. Dla pewnych

szczegblnych wartosci strumienia pola

,kawe na lawe”. Sprébujmy temu zaradzid. ; i
magnetycznego, przypadajacego na jeden

Na poczatek rozwiazanie rozpaczliwe: za pomoca oléwka i kartki elektron, elektrony ulegajg przemianie
papieru albo nieco nowszych wersji tego narzedzia (dobry kalkulator? § W anyeny — zloZone kwaziczastki,
komputer?) Wytrwaly Czytelnik tatwo sprawdai, ze 2 k::rycil s]kjla.:l) w;h(’dii' kwiziele-ktr.on
i catkowita liczba kwantéw strumienia
2%% = 70368744 177 664. pola magnetycznego. I jeszcze jedno, ich
Eksperymentujac dalej mozna stwierdzié, na przyklad, ze siédemka obserwacja wymaga obnizenia temperatury
jest pierwssa cyfra liczb 256, 266 276 286 j 996 (3]g 2106 g za do okolo 50 mK oraz praylozenia pola

pierwsza cyfre dsemke...). Strasznie to jednak niezdarny sposéb. magnetycznego rzedu 20 T, tj. 4 10° razy
wiekszego od pola ziemskiego.
Pora na rozwiazanie w miare eleganckie, pozwalajace na wyciagniecie
wielu wnioskéw. Na poczatek trzeba, oczywidcie, zrozumieé, co to
wlasciwie znaczy, z€ 7 jest pierwsza cyfra liczby 2. Odpowied? jest
latwa: 7 jest pierwsza cyfra liczby 2™ wtedy i tylko wtedy, gdy dla
pewnego kK € N mamy 7 - 10F < 2" < 8 - 10F. Aby otrzymaé prostszy, — — -
réwnowazny zapis, logarytmujemy te nieréwnoéci stronami (przy
podstawie 10); daje to k + log7 < nlog2 < k + log 8. Poniewaz
0<log7 <log8 < 1, to k jest czescia caltkowita liczby nlog 2, skad
ostatecznie

=
S

3v2
log7 < nlog2— [n log2] < log8. f s o +
0 3
Zeby rozwiazaé zadanie z poczatku artykulu, wystarczy teraz
skojarzy¢ ze soba kilka znanych faktéw. Rys. 1. Wyrary ciagu (en) to cnedci
ulamkowe kolejnych wielokrotnosci =
Lemat 1. Liczba log2 jest niewymierna. (==+2; n=1,2,3).

Lemat 2. Jedl liczba z jest niewymierna oraz cp: = nz — [nz), to dla
dowolnych a v b spetniajacych 0 < a < b < 1, nteskoriczenie wiele
wyrazdw ciagu c,, lezy w przedziale (a,b).

Zanim podamy dowody lematéw, popatrzmy na ich konsekwencje.
Po pierwsze, z Lematu 2 zastosowanego dla z = log 2, a = log 7,

b = log 8 wynika, ze siddemka jest pierwsza cyfra nieskoficzenie

wielu poteg dwdjki. Jesli zastosujemy Lemat 2 dla z = log 2,

a =log(77) — 1, b = log(78) — 1, pamietajac, iz 1 = [log 77| = [log 78],
to przekonamy sie, ze na poczatku zapisu dziesietnego liczby 2™
moga sta¢ réwniez dwie siédemki. Rozumujac podobnie nietrudno
stwierdzié, ze na poczatku zapisu dziesietnego liczby 2™ moze
wystapi¢ dowolny skonczony ciag cyfr: 1994 albo 1234, albo 567890,
itd....Dla niedowiarkéw prezentujemy na koricu niniejszego artykulu

kalendarz waznych dat zestawionych z odpowiednimi potegami
dwéjki.
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Rys. 2. Weimy okrag T o obwodszie 1.
Linie¢ prosta wyobrafmy sobie jako
nitke (nieskoficzenie cienka). Nawifimy
te ,nitke” na okrag T jak na szpulke.
Wéwezas wasystkie punkty prostej
odpowiadajace liczbom calkowitym
wskleja sie” do jednego punktu na
okregu. Punkt ten bedziemy oznaczaé
przez 0.
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Rys. 3. Dlugoéé¢ luku (0, f™(0)) jest
réwna cn (luk od punktu 0 do f™(0)
trzeba prowadzié przeciwnie do
kierunku ruchu wskazdéwek zegara).

Rys. 4. 7, cayli s-ta iteracja f, jest
obrotem o malutki kat 2we (nic wismy
tylko, w ktéra strong).

Rys. 5. Dlugoéé luku pomiedzy
punktami by, oraz bimq1ys Jest

réwna € < b — a. Gdy m roénie,

to punkty by, obiegaja okrag dookola;
na kaidym okrazeniu przynajmniej
jeden & nich wpada w ,dziure¢” na
tuku (a, b).

Co wiecej, prawdziwy jest takze

Whniosek. Jesli liczba naturalna p > 1 nie jest liczba postaci 10F, k € N, to na
poczqtku zapisu dziesietnego liczby p™ moze pojawic sie dowolny skonczony ciag
cyfr.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze liczba log p jest niewymierna, i powtdrzy¢
poprzednie rozwazania.

Dowéd Lematu 1. Gdyby dla pewnych [, m € N zachodzila réwnoéé
i— = log 2, to wprost z definicji logarytmu mieliby$my 10°/™ = 2, cayli 10 = 2™.
To jest sprzecznoéé, bowiem 10' dzieli sie przez 5, za 2™ — nie. W

Dowéd Lematu 2. Zauwazmy najpierw, ze wszystkie wyrazy

ciagu c, sa rézne. Gdyby bowiem ¢ = ¢,, dla m # k, to mieliby$my

(k — m)z = [kz] — [mz]. To jest sprzecznoéé, bowiem iloczyn réinej od
zera liczby calkowitej k — m oraz liczby niewymiernej z nie moze by¢ liczba
calkowita.

Weimy teraz takie n € N, ze + < b— a. Poniewas liczby ¢y, c2, ..., cny1 sa
rézne i naleza do odcinka [0, 1], wiec z zasady szufladkowej Dirichleta wynika,
ze dla pewnych 7 oraz s takich, ze 1 <1 <%+ s < n+ 1, mamy

1
(1) O<er=|ei—cits| < —<b—a.
n
Dalej wygodnie jest postluzyé si¢ nastepujacym wyobrazeniem.

O¢ liczbowa mozemy zwinaé w okrag T o dlugoéci 1 z wyréznionym punktem 0
(tak, jak pokazuje rys. 2). Dla a, f € [0, 1] przez (a, f) oznaczaé bedziemy luk
okregu T odpowiadajacy przedzialowi (e, 8) C [0, 1].

Niech f:T — T bedzie obrotem o kat 27z radianéw w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara. Zamiast patrze¢ na liczby ¢, na odcinku [0, 1],
bedziemy obserwowaé na okregu T obrazy punktu 0 pod dzialaniem kolejnych
iteracji f. Chwila namyshu pozwala stwierdzi¢, ze dlugoéé tuku (0, b,,), gdzie

by := f*(0) = fo...o f(0),
i
n razy
jest réwna c,, (rys. 3). Zatem, dzieki nieréwnoéciom (1) wiemy, ze dtugosé tuku
miedzy punktami b; oraz b;y, = f*(a;) jest réwna e < b — a. Oznacza to, ze f°
jest obrotem o kat 27e (rys. 4); kierunek tego obrotu nie ma dla nas znaczenia.

Wynika stad, oczywiscie, ze nieskoniczenie wiele sposréd punktéw b,, ba,,

bss, ..., nalezy do tuku (a, b) zawartego miedzy punktami a i b. Jeéli

bowiem wyjdziemy z ustalonego punktu 0 i bedziemy chodzié nieskoniczenie
dhugo po okregu T, stale w te sama strone, stawiajac kroczki o dlugoéci ¢,

to nieskoriczenie wiele razy staniemy na tuku (a,b), bo jego dlugosé, b — a, jest
wieksza niz dlugoéé naszego kroku, € (rys. 5). W

A dlaczego wéréd pierwszych wyrazéw ciagu utworzonego z pierwszych cyfr
kolejnych poteg dwéjki nie widaé siédemek? Dlaczego ten zdradliwy ciag
wyglada na okresowy? Powdd jest prosty: liczba

log 2 = 0,3010299956 . ...

bardzo dobrze daje sie przyblizyé liczba wymierna 0,3, a dla z € Q ciag

¢n = nz — [nz] jest okresowy. Dlatego wlasnie po obejrzeniu kilkunastu
poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) mozna nabraé niestusznego przekonania,

ze 6w ciag ma okres 10 i siddemka w nim nie wystepuje, 6semka za$ pojawia sie
doéé czesto.

W 1910 roku Waclaw Sierpiriski, Hermann Weyl oraz P. Bohl udowodnili
niezaleznie, ze dla niewymiernego z ciag ¢, = nz — [nz| jest réwnomiernie
rozlozony na odcinku [0, 1]. Dokladniej, jesli weimiemy dowolne a i b,



Rozwiazanie zadania M T08.
Tak. Proste rachunki przekonuja nas,
ze funkcje

1(2) = (V2)* 9(z) = log 5 =

spelniaja wszystkie wymogi zadania.

Oran

o

Rozwiazanie sadania M 709,
Szacujac kaida z podstaw potegi
po lewej stronie nieréwnoéci przez
max(z, y) dostajemy natychmiast
sin? o :

% Hcc}s2 o S

in2 2
ﬁmax(;\:,y]“" adcos® o -

= max(z,y) <z +y.

Ostatnia nieréwnosé jest ostra, bo obie
liczby = i y sa dodatnie.

Rozwiazanie zadania M 710.
Niech n oznacza liczbe kul bialych
w urnie, k zag — liczbe kul czarnych.
Zbiér zdarzeil elementarnych 2

w naszym dwukrotnym losowaniu
to produkt kartezjanski UV x U,
gdzie U jest zbiorem wszystkich kul
w urnie. Zatem, || = (n + k)2, Latwo
stwierdzié, #e zdarzen sprzyjajacych
jest n?® 4+ k? (losujemy jedna, z n kul
bialych, i za drugim razem tei kulg
biala, albo jedna, z k ezarnych i za
drugim razem tez czarna). Stad

i n? + k2 1
b (n+k)2 = 2
na mocy oczywistej nieréwnoéci
n? 4+ k? > 2nk.

0<a<b<1,iprzez k,(a,b) oznaczymy liczbe elementéw zbioru
{c;:1 <1< n,c; €(a,b)}, to wowezas
e
n— oo n
Méwiac obrazowo i niezbyt precyzyjnie, gdy dlugo chodzimy po okregu
dlugosci 1 stawiajac kroczki niewymiernej dlugoéci, to na kazda dziure bedziemy
nastepowaé mniej wiece] z czestoscia proporcjonalna do dhugoéci tej dziury.

Przettumaczmy ten fakt na jezyk poteg dwéjki. Niech ar(n) i ag(n) oznaczaja
odpowiednio liczbe siédemek i ésemek wéréd pierwszych n wyrazéw ciagu a,,.
Z réwnosci (2) wynika, ze

Gy U w5
n—to0 F o) n—oo n
ratem
log 8 — log 7
) 0SB0 ore i

n—oco ag(n)  log9 — log8
Oznacza to, ze obserwujac odpowiednio dlugie fragmenty ciagu a,, zlozonego
z pierwszych cyfr kolejnych poteg dwéjki zobaczymy nieco wiecej siédemek niz
6semek.

Wspomniany wynik Bohla, Sierpiriskiego i Weyla oraz nasz fakcik o siédemkach
i 6semkach sa w istocie prostymi wnioskami z bardzo ogélnego i glebokiego
twierdzenia ergodycznego G.D. Birkhoffa (pochodzacego z 1931 roku), ale
to juz zupelnie inna historia.

Kalendarz z poteg dwdéjki

Wydarzenie Rok | Potega dwéjki

Chrzest Polski 966 | 2°°®* = 9,6613...x 10170
Powstanie Uniwersytetu Jagielloniskiego | 1364 | 2°%2 = 1 3644 ... x 10103
Unia Polski z Litwa 1385 |20 1 B8E1. ;. % 1078
Bitwa pod Grunwaldem 1410 | 2°94° — 41077, % 101008
Sobieski pod Wiedniem 1683 | 279° =1.6882 .5, % 10°12
Wydanie ,,Philosophiz Naturalis

Principia Mathematica” Newtona 1687 | 2514 5. 6895 . . x 1054
Pierwszy rozbiér Polski 1772 | 2R e g NI L e
Drugi rozbiér Polski 17927 M = 1 Ta90 .. % 10740
Trzeci rozbiér Polski 1795 | 2709 — 1 7958... x 10%%4
Kongres Wiedenski 1815 | 2931 =1 8152...x 10%30
Powstanie Uniwersytetu Warszawskiego | 1816 | 27°°° = 1,8160... x 102209
Urodzil sie Stefan Banach 18a] " | PRI o BOATT. % I8
Wybuch II wojny $wiatowej 1939 | 29930 = 1 0807, . "5 101°52
Koniec II wojny swiatowe] 1945 1001 Ly 0450 .7, % 1EE
Narodziny Delty 1974 | 21549 — 1 ‘o745 . x 10958
Dszieni dzisiejszy 1994 | 2°%92 = 1,9940... x 101081

Zadanie dla Czytelnika. Dla jakiego n liczba 2™ ma na poczatku cztery
siédemki? A pieé si6demek? Jak oszacowal z géry najmniejsza liczbe n, dla
ktérej zapis dziesietny 2™ rozpoczyna sie od 1994 kolejnych siédemek?



