Klub 44

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadad 167 (WT=1,99) i 168 (WT=2,59)
% numeru llj’lQBS

Przemyslaw Gworys - Czastochowa 46,72
Tomasz Wietecha - Tarnfw 37,09
Andrzej Nowogrodzki— Chociandw 34,04
Andrzej Borowski - Aleksandréw K. 29,02
Aleksander Surma - Myszkdw 15,66
Pawel Perkowski - Szczecin 13,02

Gratulacje dla Pana Przemyslawa
Gworysa, ktéry po rax drugi zaliczayl
44 punkty.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kaidy moze nadsylaé rozwiazania zadai 5 numeru n w terminie do kofica miesiaca

n 4+ 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
ceterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartee), moina to robié

co miesiac lub 7 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i = fizyki naleiy
przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 » dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspdlczynnik trudnoéeci danego zadania: WT = 4 — SS,I'N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbg oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otreymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w.ktérejkolwiek z dwdéch
konkurencji (M lub F), nostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

SzczegSlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3/1994 Redaguje Jerzy B. BROJAN
Przypominamy tresé zadani:

175. Nad ziemia wieje poziomo wiatr, ktérego predkosé jest proporcjonalna do wysokoéei:

na kazde 100 m wysokofci predkosé rofnie o 50 m/s. Predkoéé diwieku wzgledem powietrza
wynosi 330 m/s. Po jakim czasie sygnal déwickowy dotrze z punktu A do punktu B odleglego
o 2 km w kierunku wiatru?

176. Oto fragment artykulu z jednego z zeszlorocznych numeréw Swiata Nauki, podwieconego
pomiarom temperatury ziemi na réznych glebokodciach i moiliwoéciom odtworzenia w ten
sposéb historii zmian temperatury powietrza:

wDobowe eykle cieplych dni i chlodnych noey wywoluja, zaklécenia jedynie w najwyiszej,
metrowej warstwie gleby czy skaly, oscylacje zas seronowe (wynikajace z pér roku) docieraja
na glebokos$é okolo 15 metréw. Cykl stuletni da sie obserwowaé na glebokodci okolo. .. metréw,
a milenijny — okolo... metréw”.

Uzupelnié wartosci wykropkowane i uzasadnié. Wskazdwka: Zastosowad analize wymiarowa,

175. Zalézmy dla uproszczenia, e powyzej pewnego poziomu h wiatr wieje ze stalg
predkoécia vh (w naszym zadaniu 4 = 0,5 s~!), a ponizej tego poziomu wieje ze stalg
predkodcia %1}1. Wtedy najszybsza droga sygnalu skiada sie z trzech odcinkéw prostych (rys.).
Woprowadémy czas t przebiegu pierwszego (lub trzeciego) odcinka i kat o miedzy kierunkiem
przemieszczania sig sygnalu wzgledem powietrza na jednym z tych odcinkéw a poziomem.
Oznaczmy tez predkosé déwigku wzgledem powietrza jako vg, a odlegloéé AB jako |. Wtedy
przesuniecia pionowe h i poziome z mozemy kolejno wyliczyé ze wzordéw

1
h =tvgsina, z =t(vocosa+ E’rh} .

a czas T przejécia calej drogi jest réwny

-2z

vo+h’
Minimum T jako funkcji dwdch parametréw « i £ mozna znalezé prawdopodobnie tylko
numerycznie. Otrzymuje sie wartosé T & 5,032 s dla o ~ 0,68 rad, t & 1,82 s (zatem

h = 378 m). Oczywiscie, lepsze przyblizenie mozna by osiagnaé wprowadzajac trzy lub jeszcze
wiecej warstw powietrza — nielatwo jednak znaleZé minimum funkeji, na przyklad, czterech
zmiennych.

T =24

176. Przeplyw ciepla jest proporcjonalny do rdznicy temperatur, a scidlej — do tzw. gradientu
temperatury. Przedstawia to réwnanie

4Q _,odT

dt dz
gdzie dQ jest cieplem przeplywajacym w czasie di w kierunku osi z przez prostopadla do niej
powierzchnig S, dT jest régnicg temperatur miedzy dwoma punktami odleglymi o dz, a A
jest wspdlczynnikiem przewodnictwa cieplnego materialu. Nietrudno sprawdzié, ze wymiarem
tego wspdlczynnika jest J s7!m™!K™! Przeplyw ciepla powoduje zmiany temperatury
oérodka, ktére sa odwrotnie proporcjonalne do iloczynu gestodci materialu przez cieplo
wlasciwe. Wymiarem tego iloczynu jest J m™2K ™!, a kombinujac go ze wspélczynnikiem A
mozemy otrzymaé wielko$é o wymiarze m?s—?! (tzw. wspélczynnik przewodzenia temperatury).
Glgbokoéé przenikania zmian temperatury musi byé proporcjonalna do pierwiastka z iloczynu
tego wspdlczynnika przez okres wahan temperatury powierzchniowej. Zatem dla okresu
stuletniego glebokodé bedzie dziesieciokrotnie wieksza niz dla rocznego, czyli réwna 150 m,
a dla okresu tysiacletniego — okolo 500 m.

Uwaga. Podane wartosci maja charakter orientacyjny, gdyz glebokoéé przenikania zalezy

w pewnym stopniu od precyzji pomiaru temperatury warstw ziemi. Ceytelnikom blizej
zainteresowanym przebiegiem zmian temperatury na réznych glebokosciach polecamy artykul
w Swiecie Nauki 8/1993 (zwlaszcza wykresy na str. 18).
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Croléwka ligi zadaniowe]

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadafi 267 (WT=1,07) i 268 (WT=1,96)

z numeru 10/1993

Lesuek Gasifiski
Jan Clach

- Stalowa Wola 46,
Ostrowiec Sw. 46,

Jerzy Janowics - Bolestawiee 44,
Jan Kraszewski Legnica 40,
Miroslaw Matlaga - Skocudw 40,
Tomasz Kulpa Katowice 38,
Krzysutof Jedziniak - Katowlice 36,

Witamy w Kl

ubie 44 M trzech

99

Gd

Pandw, reprezentujacych trzy rdine
wgeneracje” uczestnikdw ligi:

L. Gasinski
J. Ciach - po
J. Janowicz

po raz pierwszy (!);
raz cawarty (!!);
po raz dsmy (111).

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1994

Przypominamy treéé zadan:

277. Ciag (an) jest okreflony przez zaleinodci

wpi= 1, Qnapl == -2 dla n=0,1,2,... .

ap 4+ ...+ an
1 ok B P .
Cuy szereg )  an jest zbiciny?
278. Rozwiazaé w liczbach catkowitych =, ¥, 2 réwnanic

(z +y+ z}“ — 4[.1:3 +3,;J +23] + 12zy=z + 9.

277. Ciag sum czeéciowych (sn = ap + ... + an) badanego szeregu speinia zaleznoéé
rekurencyjna

1
3a+1 = 8n + @nt1 = 8n + .!_ o \/_: f[Sn);
n
gdzie
1
fle)=z+=-V2 dla z > 0.
T

Jedynym punktem stalym funkeji f (tj. rozwiazaniem réwnania f(z) = z ) w przedziale (0; co)
jest liczba ¢ = 1/+/2.

Wykazemy, ze funkcja g[z] = f(f(z]} spelnia nieréwnoéci:

(1) E<yg(z)<z dla z € (¢;1).

Funkeja f jest malejaca w przedziale (0;1); zatem dla z € (£;1) mamy f(z) < f(£) = €, a stad
a(z) = f(f(z)) > f(€) = £ ; uzyskaliémy pierwsza z nieréwnosci (1).

Dla dowodu drugiej przeksztalcamy régnice
1 1 -1
(z+--V2)+(z+=-v2) -V2-z=
z E A
_ =222% +622—3v2z+1 _  (1-+22)®
z(z?2 — 2z + 1) z(z? — 2z 4 1)

(na mocy zalogenia, fe z > £, czyli/2z > 1).

g(z) — =

<0

Nieréwnosei (1) sa wige wykazane. Wynika z nich, ge ciag

sp =1, 82 =g(s0), 84=9(22), 96=g(s4),
lezy w przedziale (£;1) i jest malejacy, wiec zbiezny. Jego granica musi byé punktem stalym
funkeji g, nalezacym do przedzialu (£;1). Jedynie liczba ¢ spelnia te warunki (por. (1)).
Zatem lim sg = £. Stad takze limsgryy = lim f(a2x) = f(€) = £, i w konsekwencji lim s, = €.

Whniosek: badany szereg jest zbiezny do sumy £ = I,f’\/f

278. Wprowadémy oznaczenia:

s=z+y+z p=yz+zz+zy, q:33+ys+zs, r = Ty=,
u=y+z-—zx, v=z+z—y, w=z+y— =2
Zadane réwnanie przepisujemy jako
(2) 8% =49+ 12r + 9.
Zachodza tozsamodci

8% =2 + 4% + 2% + 3yz(y + 2) + 32z(2 + 2) + 3zy(z + y) + bzyz =

=q+3yz(s — z) + 32z(s —y) + 3zy(s — 2) + 6r =
=g+ 3sp — 3r
oraz
uvw = (s — 2z)(s — 2y)(s — 22) =
=35 - 2:%(z+ y + 2) + 4a(yz + 2z + zy) — Bayz =
= —g° + 4s8p — Br.

Wyznaczajac z kaidej z nich iloczyn sp oraz przyréwnujac otrzymane wyrazenia otrzymujemy
zwiazek

Suvw = 3% — 4q — 12r.
Réwnanie (2} przybiera zatem postaé
uvw = 3.
Ma ono w liczbach calkowitych nastepujace rozwiazania (u, v, w):
(3.d1); (3,-1,-1), (-3,-1,1)

oraz ich permutacje. Otrzymujemy stad nastepujace rozwiazania (z,y, z) réwnania
wyjéciowego:

(1,2,2), (-1,1,1), (0,-1,-2)
oraz ich permutacje.

15



