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W dniach 11-15 listopada 1993 roku w stolicy Lotwy, Rydze, odbyly

sie Miedzynarodowe Zespolowe Zawody Matematyczne Baltic Way-93.

Piecioosobowe druzyny z osmiu panstw (Danii, Estonii, Finlandii, Islandii,

Litwy, Lotwy, Polski i Szwecji) rozwiazywaly te same 20 zadan. Zawody wygrala

druzyna Polski (w skladzie: Swiatoslaw Gal, Jan Gorski, Rafal Lochowski,

Konrad Patkowski, Piotr Sniady), nieznacznie wyprzedzajac zespoly Lotwy
i Estonii.

Funkcje f, g: (2,4) -+ (2,4) dla kazdego x E (2,4) spelniaja warunki

f(g(x)) = g(J(x)) = x,

f(x) . g(x) = x2.

Jednym z najtrudniejszych zadan okazalo sie nastepujace

Zadanie 6.

(1)

(2)

Udowodnic, ze f(3) = g(3).

Rozwiazanie. Zastapmy warunek (2) przez (2'):

(2') f(x) + g(x) = 2x.

Wtedy szkic rozwiazania mozna przedstawic na jednym rysunku.
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2 < 3 - nh < 4, czyli - ~ < h < ~
4 n n

Jednakze wyrazenie ~ zbiega do zera dla n -+ 00. Stad wnosimy, zen
h = 0, a wiec f(3) = 3, Tak samo dowodzimy, ze g(3) = 3. Po dokonaniu

kosmetycznych zmian w zaprezentowanym rozumowaniu mozna wykazac,

ze w istocie dla kazdego x E (2,4) zachodza równosci f(x) = g(x) = x. Teraz

rozwiazanie zadania w jego oryginalnym sformulowaniu nie powinno juz sprawic

Czytelnikowi zadnych trudnosci .•

Z zalozenia f: (2,4) -+ (2,4), czyli wiemy, ze caly

wykres funkcji f jest zawarty w prostokacie

(2,4) x (2,4). Totez dla kazdej liczby naturalnej n

spelnione sa nierównosci

Niech f(3) = 3 + h. Wówczas punkt Ao

o wspólrzednych (3,3 + h) nalezy do wykresu

funkcji f. Z warunku (2') wnioskujemy, ze punkt Bo

o wspólrzednych (3,3 - h) nalezy do wykresu

funkcji g. Odbijajac wykres funkcji g od prostej y = x

otrzymamy wykres funkcji f, poniewaz warunek (1)

mówi, ze f i g sa wzajemnie odwrotne. Zatem,

punkt Al = (3 - h, 3) nalezy do wykresu funkcji f,
czyli f(3 - h) = (3 - h) + h = 3. Powtarzajac

powyzsze rozumowanie, otrzymamy cala rodzine

punktów Al, A2," . nalezacych do wykresu f,
przy czym punkt An bedzie mial wspólrzedne

(3 - nh, 3 - (n - l)h) .
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Druzyna. Szwecji chciala nawet

spowodowac unicwai.nienie wszystkich

rozwiaz.atl z,ada.nia 6. Zrnicniloby

to zdobywców trzeciego miejsca.

Opiekunowie polskiej ekipy przekonali
jednak Jury, ze po pierwsze bla,d
w sforrnulowaniu zada.nia zostal

zawiniony wylacznie prze?. s.2'.wedzkiego

czlonka Jury, po drugie teza

trudniejszej wersji zadania. jest

prawdziwa. Druga z tych czynnosci

wyma.gala nieco wysilku ...

Podczas sprawdzania rozwiazan przedstawionych przez zawodników okazalo

sie, ze druzyna Szwecji, wskutek pomylki szwedzkiego czlonka Jury zawodów,

otrzymala znieksztalcona tresc szóstego zadania; mianowicie, w warunku (1)

wpisano oslabione zalozenie f(g(x)) = g(J(x)) dla kazdego x E (2,4). Tak

sformulowane zadanie jest, oczywiscie, trudniejsze, jednak jego teza pozostaje

prawdziwa.

Czytelnikowi proponujemy postawienie sie w sytuacji zawodników ze Szwecji

i rozwiazanie trudniejszej wersji zadania. Mozna tez rozwiazac zadanie M 708
ze str. 13.

Krzysztof OLESZKIEWICZ
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