Zasada wlaczen i wylaczen
Przemystaw GRZEGORZEWSKI

Niech A i B beda dowolnymi skonczonymi podzbiorami pewnego zbioru X. Wéwczas
moc sumy tych zbioréw A U B (tzn. liczba elementéw nalezacych do A U B) jest réwna:

|AUB| = 4|+ |B| - |An B,
gdzie | - | oznacza moc zbioru. Dla trzech podzbioréw skoficzonych A, B, C moc sumy
wyraza sie nastepujaco

|AUBUC| = |A|+|B|+|C|-|ANnB|-|ANnC|—-|BNnC|+|ANnBNC|.
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Powyzsze wzory sa prostymi przypadkami nastepujacej zasady, zwanej zasada, wlaczen
i wylaczen:

Twierdzenie Niech A;, Az,..., A, beda skoficzonymi podzbiorami pewnego zbioru X.
Wtedy

lAiu...Udal= D lad- Y lainagl+
1<i<n 1<i<i<n
+ > |ANANAd =+ (-1)"TA N0 A
1<i<j<k<n '

Dowéd indukcyjny tego twierdzenia pozostawiam Czytelnikom.

Zasada wlaczen i wylaczeli ma wiele zastosowani w réznych dyscyplinach
matematycznych. A oto przyklady pochodzace z teorii liczb, rachunku
prawdopodobieistwa i analizy kombinatorycznej.
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Przyklad 1.

W tym przykladzie zasade wlaczen i wylaczend wykorzystamy w dowodzie twierdzenia
dotyczacego tzw. funkcji ¢ Eulera definiowanej nastepujaco

¢(m) jest to liczba tych naturalnych k < m,
ktére nie maja z m wspdlnego dzielnika réznego od 1.

Twierdzenie:

Wartoéé funkcji ¢ Eulera dla dowolnej liczby naturalnej m > 1 wyraza sie wzorem

¢(m)=m-1'[(1—,%),

gdzie p przebiega zbiér wszystkich dzielnikéw pierwszych liczby m.

Dowéd: Weimy pod uwage pewna liczbe naturalna m > 1. Niech {pi,p2,...,0n}
bedzie zbiorem wszystkich dzielnikéw pierwszych liczby m. Liczba naturalna k jest
wzglednie pierwsza z m, jedli nie jest podzielna przez zadna z liczb p; (i = 1,2,...,n).
Dla?=1,...,n oznaczmy przez A; zbidr tych wszystkich liczb naturalnych k < m,
ktére sa, podzielne przez p;. Korzystajac z zasady wiaczen i wylaczen otrzymujemy

¢(m)=m—(z lal- > IAmA:-i+---+(—1)“+‘IA1m-‘-ﬂAnl)-

1<i<n 1<i<j<n
Jak latwo za.uwa.i.yé, |A:] = ﬂ (bo jest to zbiér liczb postaci: p, 2p:, 3pi..., Ep,-);
pi
|Ai N Aj| = —; itd. Wreszc;e, O O R,
Pip; P1°ess P

Po podstawieniu otrzymujemy
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Rozwigzanie zadania M 705.
Mamy, oczywidcie, az = by = 5, zatem
z definicji obu ciagdéw

=gy =T hy =8

o

by =5
< as =12 < bs

Jedli dla pewnego n € N zachodza
nieréwnosci bp—31 < ap < bp oraz
bp < apt1 < bpg1, to dodajac je
stronami otrzymujemy natychmiast
bnt1 < @ntyz < bpya. Stad przez
indukcje

bp—1 < anp < by

dla wszystkich n > 4. Ponadto, oba
ciagi sa dcifle rosnace poczawszy

od drugiego wyrazu,
tylko trzy liceby naturalne spelniajace

warunki zadania: 2, 31 5.

istnieja zatem

@

Rozwinzanie zadania M 706.
Przypu$émy, #e para liczb naturalnych
Podnosimy
obie strony réwnania do kwadratu

x,y jest rozwiazaniem.

i przenosimy r na prawa strong.
Liczba pierwiastkéw po lewej stronie
zmniejszyla sie o jeden, a po prawej
stronie nadal mamy liczbg naturalna,
(pierwiastek kwadratowy jest
Powtarzajac te operacje
wielokrotnie, dochodzimy do wniosku,

nieujemny).

Ze

m:IEN OTAL V{;:kGN,

Stad wynika, #e liczby naturalne k
i | spelniaja, zaleznoéé k(k + 1) = o
k<l wige k41 <1, skad

| Y 1?2 — sprrecznosé.

Oczywiicie,

k(k+1

Zatem rozpatrywane réwnanie nie ma
rozwiazan w liczbach naturalnych.

ko Y
Rozwiazanie zadania M 707.
Jedli para liczb naturalnych (=, y)
jest rozwiazaniem réwnania,
tox > y. Zapiszmyz =y +r, r= 1.
Po podstawieniu i prostych rachunkach
dostajemy

yly + r)(e r—i}+r

Stad 1 <r <r® <25 < 3% zatemr=1
lub r = 2.

= 25.

W pierwszym przypadku dostajemy
réwnanie 2y(y + 1) = 24, ktére ma
jeden pierwiastek naturalny y = 3.
Wtedy £ = y + r = 4; jak sie nietrudno
przekonad, rzeczywidcie jest to
rozwiazanie naszego réwnania.

Gdyby r = 2, to mieliby$my

Sy(y + 2) = 17. To jest sprzecznosé
7 zaloZeniem y € N, bowiem 17 nie
dzieli sie przez 5.

Przyklad 2 (problem roztargnionej sekretarki).

Pewna sekretarka napisala n réznych listéw — po jednym do kazdej z n oséb. Nastepnie
wlozyla je do n kopert, zakleila koperty, po czym na kazdej napisata jeden z n adreséw.
Jakie jest prawdopodobieristwo, Ze choé jeden z listéw jest dobrze zaadresowany?

Zdarzeniami elementarnymi sa tu permutacje na zbiorze n-elementowym, ktére
odpowiadaja mozliwym przyporzadkowaniom adreséw poszczegdlnym kopertom. Jest
ich n!. Niech A; oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze i-ty list znajduje sie we
wladciwie zaadresowanej kopercie. Wtedy interesujace nas zdarzenie A — co najmniej
jeden list we whasciwie zaadresowanej kopercie — jest réwne A, U...U A,. Liczbe
zdarzen elementarnych sprzyjajacych A obliczymy korzystajac z zasady wiaczen

i wylaczed. 016z, skoro A; sprzyja (n — 1)! zdarzefi elementarnych, a zdarzeniu

Ay, MA;, NN Ay (listy 11,12,.. ., %% 83 we wiadciwie zaadresowanych kopertach)
sprzyja (n — k)! zdarzer elementarnych i skoro podciag (%1,%2,...,%) mozemy wybraé
na (:) sposobéw, to

= 30 1= D 044+ (-)" A0 A =

1<i<n 1<i<j<n
+( 1)n+l( ) l_ﬂ-'Z( l k41 1

= (’;)(n— P (;)(n——Z]

Zatem P(A) = |A| = Z( 1)" . Gdy n — 00, to P(A) > 1—e '

| b2

(dla n > 7 jest to juz ,,mema.l sta.}e”).

Dodajmy jeszcze, ze w rachunku prawdopodobienstwa korzysta sie ze wzoru na
prawdopodobienstwo sumy zdarzen, bedacego probabilistyczna wersja zasady wlaczen
i wylaczen

P(A1U...UA.) = ) P(A)— Y P(AiNAj)+.

1<i<n 1<i<j<n

A D) P(AIN... N AL).

Przykiad 3.

Twierdzenie. Jezeli |X| = m, |Y| = n, to liczba wszystkich funkcji ze zbioru X na

zbiér ¥ jest réwna ) (—1)*(})(n — k)™.
k=0

Dowéd. Niech ¥ = {y1,...,yn} iniech dlai=1,2,...,n, A; bedzie zbiorem
wszystkich funkcji ze zbioru X w zbiér ¥\ {y:}, A zaé — sbiorem wszystkich funkcji

z X wY. Funkcja F jest odwzorowaniem na caly zbiér V', gdy nie nalezy do zadnego
ze zbioréw A;. Zatem szukana liczba funkeji jest réwna |A| — |A U ... U A,|. Eatwo
zauwazyé, ze |A| = n™, a licznodé zbioru wszystkich funkcji ze zbioru X w zbiér
Y\{wir,--., ¥, } Jest réwna (n — k)™ (tzn. |4, N...NAi | = (n — k)™). A poniewas
ciag 1 <1; <... <1 < n moZemy wybraé na ( ) sposobdw, wiec liczba wszystkich
funkcji ze zbloru X na zbidr ¥ jest réwna

g (('1") e (’2‘) (BB (—1)"*"(:){% = n)"‘) =

—Z( 1)“()@— By

Zauwazmy, ze dla m < n nie ma zadnych funkcji ze zbioru X za zbiér ¥'. Nie powoduje
to wcale sprzecznosci, bowiem mamy wtedy

> (3)

— zastandéw sie, Czytelniku, dlaczego. B

(n—k)™ =0

Na zakoriczenie proponuje Czytelnikom latwe zadanie: prosze podaé, ile jest
odwzorowali n-elementowego zbioru na siebie majacych dokladnie jeden punkt staly
(z € X nazywamy punktem stalym odwzorowania f: X — X, gdy f(z) = z).

13



