Od Kola Fortuny do ... Malego Twierdzenia Fermata

Kazdy, kto choé raz ogladal w telewizji (niekoniecznie polskiej) teleturniej ,,Koto
Fortuny” (a tym bardziej, jesli mial ,szczedcie” wziaé w nim udzial) wie, co to za
kolo.

Jest ono podzielone na ile§ tam réwnych réznokolorowych sektoréw.

Zalézmy, ze tych sektoréw jest p, gdzie p to ustalona liczba pierwsza, i kazdy
z nich chcemy pomalowaé na jeden z n koloréw. I tutaj powstaje

Pytanie: Ile jest wszystkich takich pokoloro;vaﬁ kola, jeéli dwa pokolorowania,
z ktérych jedno po obrocie kola o kat k - —-f-i-—, gdzie £ =0,1,2,3,...,p— 1,
staje sie¢ drugim, uznajemy za identyczne?

OdpowiedZ na to pytanie nie wydaje sie trudna.

Kazdy sektor malujemy na jeden z n koloréw. Zatem wszystkich pokolorowai
tego kola jest nP (tyle, ile wszystkich funkcji okreélonych na zbiorze

p-elementowym i przyjmujacych jedna z n wartosci). Wsrédd tych pokolorowan
jest n jednobarwnych i n” — n niejednobarwnych. Lecz kazde niejednobarwne

pokolorowanie tego kola jest w liczbie n? — n liczone p razy, gdyz. . ., no wlasnie,
dlaczego? Zatem istotnie réznych pokolorowan niejednobarwnych naszego kola
. nP—n ; .
jest , a wszystkich nieidentycznych pokolorowan mamy:
nf —n
n+
p

Liczba ta jest wiec, przy kazdym naturalnym n oraz dla dowolnej liczby

pierwszej p, catkowita. Stad wynika z kolei, ze dla kazdego naturalnego n
nPl—m

oraz dla kazdej liczby pierwszej p liczba jest calkowita, cayli ze p

dzieli n? — n.

Latwo spostrzec, ze podzielnosé p|(n? — n) zachodzi tez dla dowolnego n
catkowitego ujemnego; jesli bowiem n < 0, to —n > 01 p|((—n)? — (—n)) a wiec
p|((=1) - (n? — n)), gdy 2 Jp. Stad p|(n” — n).

Gdy p = 2, to podzielnoéé 2|(n? — n) jest ocaywista.

Zatem mamy p|(n? — n), dla kazdego calkowitego n oraz dla kazdej liczby
plerwszej p.

Poniewai n? — n = n(n?~! — 1), wiec z podzielnoici p|(n? — n), cayli
p|(n(n?~! — 1)), przy dodatkowym zalozeniu, ie p fn otrzymujemy podzielnosé
p|(n?~! — 1), a wiec zachodzi

Male Twierdzenie Fermata

Jesli n jest liczbg calkowrtq niepodzielng przez liczbe pierwszq p, to
pl(n"~! —1).

A oto kilka nietrudnych zadan olimpijskich, ktére tatwo rozwiazuje sie
z zastosowaniem Malego Twierdzenia Fermata.

1. Udowodnié, ze jezeli liczby ay, as, ..., ar sa calkowite, p zad jest liczba
pierwsza, to
pl(a} +ab + ...+ a}) © pl(ar +az+ ...+ ax).
2. Wiadomo, ze liczba pierwsza p dzieli liczbe 11...1. Udowodnié, ze p = 3.
St

P
3. Niech a i b beda liczbami naturalnymi, p za$ liczba pierwsza. Udowodnié,
ze jezeli liczba a? — bP jest podzielna przez p, to jest réwniez podzielna przez p2.
4. Udowodnié, ze dla dowolnej liczby pierwszej p liczba

11...122...233...3...99...9—123456789 jest podzielna przez p.
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