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Termin nadsylania rozwiazan
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Zadania z matematyki nr 279,

279. Rozstrzygnad, czy istnieje wielomian P(z,y)

o nastepujacych wlasnosciach:

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moie nadsylaé rozwiagzania zadaii & numeru n w terminie do kofica miesiaca

n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaizde na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania sadaifi z matematyki i = fizyki nalesy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wsp6lczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 0sdb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek = dwdéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1994.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
280. Na bokach BC, CA, AB tréjkata ABC obrano
odpowiednio punkty P, @, R tak, ze tréjkat PQR jest
réwnoboczny. Okregi wpisane w tréjkaty ARQ, BPR,

280

(1) Jedli z, y sa liczbami calkowitymi nieujemnymi, to
warto$é P(z,y) tez jest liczba calkowita nieujemna,.

(2) Dla kazdej liczby catkowitej z > 0 réwnanie P(z,y) = 2
ma dokladnie jedno rozwiazanie w liczbach catkowitych

CQP maja frodki odpowiednio w punktach I, J, K.
Zaléimy, ze |IR| = |JR|. Wykazaé, Ze:
(a) |1Q| = |KQ) oraz |JP| = |KPJ;

(b) trzy wspélne styczne zewnetrzne dla par rozwazanych

T,y > 0.

okregéw wpisanych (nie zawierajace bokéw tréjkata ABC)
przecinajg sie w jednym punkeie.

Zadanie 280 zaproponowal pan Waldemar Pompe z Warszawy.
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Rozwiazanie zadania M 7T01.
Ustalmy n € N i rozpatramy n? par
(z,y) utworzronych przez 1 < z < n oraz
1 <y <n. Kaida z tych n? par jest
rozwiazaniem pewnego réwnania
(1) [=¥z]+[v¥El=0b,
gdzie 1 < b < 2[n ¥/n]|. Gdyby dla
kazdego b réwnanie (1) mialo mniej niz
1994 rozwiazania, to byloby

2n ¥n . 1094 > 2[n Yn] - 1004 > n? .
Stad wynika, #e 2 - 1094 > ﬂ:a,fs._ a to
jest sprzecznodé dla duzych n. Istnieje
wiec przynajmniej jedna liczba a
spelniajaca warunki zadania.

Uwainy Czytelnik dostrzeie,

#e % naszego rozwiazania wynika wigcej:
liczb a spelniajacych warunki zadania
jest nieskoficzenie wiele.

Rozwiazania zadat z matematyki z numeru 12/1993

Przypominamy tresé zadan:

271. Do kaidej Sciany oémiodcianu foremnego o objetodei V doklejamy czworodcian foremny.
.Powstala bryla B nie jest wypukla. Obliczy¢ objetosé najmniejszego wielodcianu wypuklego

zawierajacego B. :
272. Udowodnié, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnoéé
Gb{A+B} be(B + ) ca(C + A)
ab(A+ B)+ ABC  be(B+C)+ ABC  ca(C+ A)+ ABC —
gdzie A=b+e¢, B=¢c+a, C=a+b

271. Ustalmy prostokatny uklad wspélrzednych, w ktérym wierzchotkami danego oémioécianu
B3 punkty Al = (G,0,0), Aﬂ = {Dla!o)’ A3 — {O,D,a}, Aliz = {_alGFO)l AS = {OI-_aFo}i
Ag = (0,0, —a). Czworoécian foremny doklejony do sciany A; A; Az ma czwarty wierzcholek
w punkcie P = (a,a,a); zatem P € B. Analogicznie, kazdy punkt o wspéirzednych
réwnych +a nalezy do bryly B; poszukiwana bryla wypukla wobec tego zawiera szedcian C
o wierzcholtkach w tych oémiu punktach. Pozostaje zauwazyé, ze szescian C zawiera caly
dany oémioécian wraz z wszystkimi doklejonymi czworoscianami; jest wiec najmniejszym
wielodcianem wypuklym zawierajacym B.
Czedé oémiodcianu zawarta w oktancie (sektorze przestrzennym)

{(z,y,2): 220, y20, 220}

ma objetosé réwna, 1/6 objetodci czedci szescianu C zawartej w tym oktancie. Ta sama
sytuacja ma miejsce w pozostalych siedmiu oktantach. Zatem objetoséé C' réwna sie 6V.
272. Oznaczajac
u =bec/A, v=ca/B, w = ab/C

mamy nieréwnosc
5)

i
B

B—¢
B

AB — (A+ B)(u+v) AB—(A+B)(%+
A—-c

A

+

)e=

1= i

=AB - 2(A+B FoE ka2
(A+ }c+(A+B)(A+B)c

1

AB
czyli AB > (A + B)(u+ v). Zatem pierwszy skiadnik danego w zadaniu wyrazenia spelnia
nieréwnoéé

:AB-m+Bm

[4B - (a+B)]” >0,

ab(A + B) ab(A + B) e w
ab(A+ B)+ ABC ~ ab(A+B)+ (A+B)(u+v)C utv+tw
Przez cykliczne przesuniecie oznaczenn wnosimy, ze drugi i trzeci skladnik rozwazanego
wyrazenia mozna oszacowaé z géry odpowiednio przez liczby
u v

utv+w' utv+w

Stad teza.
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Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 161 (WT=3,65) i 162 (WT=3,65)
z numeru 8/19093

Zadania z fizyki nr 177, 178 Redaguje Jerzy B. BROJAN

177. Male cialo porusza sie na plaszczyZnie pod dzialaniem sily wywieranej przez
nierozciagliwg nitke o dlugoéci /, przymocowana, do ciala jednym koricem. Drugi
koniec nitki jest przesuwany w tej plaszczyznie z predkoscia v stala co do wartosci.
Przedyskutowaé mozliwe ruchy tego kofica, prowadzace do osiagniecia przez cialo
w ciagu czasu t jak najwiekszej predkodci. Przyjaé, ze w chwili poczatkowej cialo
spoczywalo. Wykluczone jest ,szarpanie” nitka, tzn. doprowadzanie do jej zwiotczenia
lub do nieograniczonego wzrostu sily napinajacej (np. ruch musi rozpoczaé sie od
kierunku prostopadiego do nitki).

Uwaga. Rygorystycznie postawiony problem ,Znaleié taki tor korica nitki, dla
ktérego w ciagu czasu f cialo osiggnie maksymalna predkoéé” wydaje sie trudny
(byé motze, rozwiazanie écisle nie istnieje). Wystarczy wiec dyskusja kilku ruchéw
przykladowych.

Przemyslaw Gworys — Czaestochowa 39,90

Andrzej Nowogrodzki~ Chocianéw 28,77 178, Gdy na drodze réwnoleglej wiazki éwiatla spéjnego umiescimy prostopadia,

Andrzej Borowski -~ Aleksandréw K. 25,01 11 egzkode kolowa, to w érodku cienia rzucanego na ekran widoczny bedszie jasny
punkt. Wyjaénié to zjawisko i oszacowaé Srednice tego jasnego obszaru, jeéli promien
przeszkody wynosi 5 mm, odleglodé do ekranu — 1 m, a dlugoéé fali §wiatla — 0,5 um.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1993 170. Z poczatkowo nieruchomego pistoletu oddano strzal.

Przypominamy treéé zadan:

169. Dwaj zawodnicy A i B rozegrali regaty na identycznych
jachtach, plynac w dél rzeki, gdy nie bylo zadnego wiatru.

Obliczyé ,kat podbicia” (kat miedzy poczatkowym kierunkiem
lufy a torem pocisku) zakladajac, #e sila odrzutu dzialajaca na
pistolet jest znacznie wicksza od sily dzialajacej ze strony reki.
Dane: masa pocisku m, masa pistoletu M, moment bezwladnoéci

Zawodnik A zwinal Zagle, podczas gdy B prébowal wykorzystad pistoletu wzgledem $rodka masy I, §rodek masy znajduje

pozorny wiatr z przeciwka i halsowal (plynal ,pod wiatr”
okresowo zmieniajac kurs). Ktéry wygral wyécig?

)

Rozwiazanie zadania M 699.
Niech A, B, C i D beda wierzcholkami
danego czworokata. Jeden z tréjkatdw
ABC, ADC ma pole P; nie mniejsze
od polowy pola caworokata — dla
ustalenia uwagi niech bedzie to AABC.
Osznaczmy Ly = AB + BC + CA;
z nieréwnofci tréjkata mamy L, < L.
Jesli wpiszemy okrag w AABC, to jego
promieri bedzie réwny

2P, P P

= z— > —.
Ly Ly L

Wy |

sie w odleglodei h od poczatku lufy o dlugodci | w kiecrunku
prostopadlym do niej.

169. Wygral zawodnik B (oczywiscie, o ile prad rzeki byl dostatecznie szybki, aby wystapil
liczacy sig efekt). Analiza zagadnienia w ukladzie zwiazanym z woda jest nie mniej prawidlowa
niz analiza w ukladzie zwiazanym z powietrzem i brzegami. W tym ukladzie wystepuje wiatr
przeciwny, ktéry umozliwia halsowanie i wyprzedzenie zawodnika nieruchomego wzgledem
wody.

170. Zgodnie z podanym zaloZeniem, pistolet nalezy uwazaé za cialo swobodne, czyli spelnione
sa zasady zachowania pedu i momentu pedu. Oznaczmy przez z droge przebyta przez pocisk
wzgledem lufy (w chwili wylotu z lufy z = l), a przez B — kat obrotu pistoletu. Zatem

vp = dz/dt jest predkoscia przesuwu pocisku, a w = df/dt — predkoscia katows pistoletu.

W nieobracajacym sie ukladzie odniesienia zwiazanym ze érodkiem masy pistoletu skladowa
predkodci pocisku wedlug osi lufy jest réwna vy — wh, a wzdluz osi prostopadlej wz (rys.).

Te wyrazenia mozemy wykorzystaé takie w ukladzie nieruchomym (zwiazanym ze drodkiem
masy ukladu pistolet + pocisk), gdyz sa one wtedy skladowymi predkosci wzglednej, tj. sumy
predkodci pocisku i srodka masy pistoletu. Z zasady zachowania pedu wynika, ze skladowe
predkodci samego pocisku otrzymamy mnozac skladowe predkosci wzglednej przez MLM
Moment pedu calodci wzgledem dowolnego punktu jest réwny zeru, ale najwygodniej bedzie
go obliczaé wzgledem chwilowego pologenia srodka masy pistoletu. Wtedy zasada zachowania
momentu pedu sprowadza sie do réwnania

(1) Iw = (mh(vp — wh) — mwzg]M—_I_m- X

Wprowadzajac mase zredukowana u = i przeksztalcajac, otrzymujemy

mM
M+m
dB dz . dp ph
I+ ph? A== ph—, i —=—".
( 5 +”=)dt = di ks dz I+ ph? + pz?
Calkowanie daje nam zwiazek miedzy fi z

h T

= — t -],

p= 5 oete (3)

gdzie przez A oznaczylismy A = +/(I/u) + h2. Szukany ,kat podbicia” « jest suma kata
w momencie wylotu pocisku i zaznaczonego na rysunku kata 4. Tangens tego kata jest réwny

W
tgy = e
a uwzgledniajac réwnanie (1) znajdujemy w chwili wylotu
tgy = it
I+ ul?

Ostatecznie

a= harct ({)+arct ( i )
B T T C\1+az)
Wynik ten jest icisly i obowigzuje dla dowolnych wartoéci stalych. Na przyktad, dla I =0
otrzymujemy o = 90°, gdyz w takiej sytuacji pocisk moze sie poruszaé tylko wzdiuz linii
przechodzacej przez punkt poczatkowy i drodek masy pistoletu (linii pionowej). Oczywiscie,
w praktyce mamy do czynienia raczej z przypadkiem, kiedy M > m, I > mh?, I > ml?,

m
a katy sa male. Wtedy a ~ T; wyprowadzenie tego wzoru moze by¢ znacenie prostsze.

15



