
Krzysztof CHELMINSKI
Waldemar POMPE

Kacik olimpijski (l)

A

B

Rys. 1

A

Rys.2

B

Rys.3

Kacik olimpijski chcialby przedstawiac Czytelnikom Delty kilka przykladowo

rozwiazanych zadan, wybranych przez nas z róznych olimpiad matematycznych

i konkursów prowadzonych przez wiele czasopism matematycznych calego

swiata. Mamy nadzieje, ze pomoze on mlodym Czytelnikom bioracym udzial

w krajowej olimpiadzie przygotowac sie do zawodów, natomiast starszym

Czytelnikom dostarczy kilku nowych zadan, przy których (naszym zdaniem)

milo spedza sie czas.

Pierwszy kacik chcielibysmy poswiecic olimpijskim zadaniom geometrycznym.

Zadanie 1 (Olimpiada kanadyjska '93).

W trójkacie ABC srodkowe poprowadzone do boków AB i AC przecinaja sie

pod katem prostym. Wykazac, ze ctg B + ctg C ~ 2/3.

Rozwiazanie I.

Przyjmijmy oznaczenia takie, jak na rysunku 1. Wykorzystujac fakt,

ze srodkowe w dowolnym trójkacie przecinaja sie w stosunku 2 : 1, oraz wzór na

kotangens sumy katów dostajemy

B (. R) ctg o: ctg (3 - 1 (2x/2y) . (2x/y) - 1ctg = ctg o: + f1 = ------ = --------
ctg o: + ctg (3 (2x/2y) + (2xJY)

Analogicznie dowodzimy, ze ctg C = (2y2 - x2)/(3xy). Stad

2x2 - y2 + 2y2 _ x2 x2 + y2 2xy 2
ctgB+ctgC= -------- = ---> - =-

3xy 3xy - 3xy 3 '

na mocy dobrze znanej nierównosci x2 + y2 ~ 2xy .•

Rozwiazanie II.

Spójrzmy na rysunek 2. Punkt M jest srodkiem odcinka BC, zatem jest równiez

srodkiem okregu opisanego na trójkacie BCG. Oznaczmy wiec dlugosc odcinków

M B, MC, MG przez x. Stad mamy

BH CH BC BC 2x 2

ctg B + ctg C = AH + AH = AH ~ AM = 3x = 3" . •

Zadanie 2.

W czworoscianie ABC D katy plaskie przy wierzcholku A wynosza po

90°. Udowodnic, ze jesli AB = AC + AD, to suma katów plaskich przy

wierzcholku B wynosi 90° .

Rozwiazanie (rysunek 3).

Niech P i Q beda punktami lezacymi na przedluzeniach krawedzi AD i AC,

tak aby AQ = AP = AB. Rozwazmy kwadrat APRQ, a w nim trójkaty RCD,

RCQ, RDP. Trójkaty RP D i RQC sa przystajace odpowiednio do trójkatów

BAC i BAD, a wiec równiez trójkat RCD jest przystajacy do trójkata BDC.

Stad otrzymujemy

LCBA+ LABD+ LCBD = LDRP+ LQRC+ LCRD = 90° .•

N a koniec zadanie dla Czytelników.

3. Udowodnic, ze w dwunastokacie foremnym A1A2 ... A12 przekatne A1AS,

A2A6, A3AS, A4Al1 maja punkt wspólny.

Rozwiazanie zadania M 700. Niech P(x) = anxn + ... + alX + aD. Jesli x jest liczba, parzysta" to wszystkie potegi x o wykladniku
naturalnym sa, parzyste, xl = 2m, dla I = 1,2, ... i dla pewnych calkowitych mi. Zatem

P(x) = 2(anmn + an-Imn-l + ... + almI) + aD = 2M + P(O)

jest liczba, nieparzysta" poniewaz P(O) = aD jest liczba, nieparzysta,. Sta,d wynika, ze P(x) op O dla parzystych x.

Jesli x jest nieparzyste, to rozumujemy podobnie jak poprzednio: mamy xl = 2kl + 1 dla I = 1,2, ... i dla pewnych calkowitych k,.

Otrzymujemy sta,d

P(x) = 2(ankn + an-Ikn-l + ... + alkI) + an + an-l + ... + aD = 2K + P(l),

a wiec P(x) jest liczba, nie parzysta" bowiem P(l) jest liczba, nieparzysta,. Zatem P(x) op O takze dla x nieparzystych. Wielomian P nie
ma wiec pierwiastków calkowitych.
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