
(C)

o równowaznosci dwóch slynnych nierównosci

Chyba nie spos6b wyobrazic sobie kogos, kto w latach szkolnych

interesujac sie prawdziwie matematyka nie zetknalby sie

z nier6wnoscia Bernoulliego czy tez z nierównoscia Cauchy'ego.

Sa to bodaj najbardziej znane nierównosci elementarne.

Nierównosc Bernoulliego to nier6wnosc postaci

(B) (1+ x)n 2:: 1+ nx,

prawdziwa dla kazdego x > -1 oraz dla kazdego calkowitego,

meuJemnego n.

Nier6wnoscia Cauchy'ego nazywa sie nierównosc miedzy srednia

arytmetyczna i srednia geometryczna liczb nieujemnych,

tj. nier6wnosc

Xl + X2 + ... + Xn > _
-------- _ .y'XIX2 ••• Xn ,n

gdzie n jest dowolna liczba naturalna, Xl, X2, ... , Xn - liczbami...
meuJemnyml.

Ponizej wykazemy, ze nier6wnosci te sa równowazne.

1. (B) =? (C).

Przyjmijmy od razu, ze wszystkie Xi (i = 1,2, ... , n) sa dodatnie,

gdyz jesli któras z nich jest zerem, to nie ma czego dowodzic.

Wprowadzmy, dla wygody, nastepujace oznaczenia:

Xl + X2 + ... + Xn .n/An = -------, Gn = yXIX2",Xn'n

Dla kazdego k = 2,3, ... , n, mamy AAk > O, czyli A:tk - 1 > -1,k-l k-l
wiec na mocy nierównosci Bernoulliego mamy:

(~)k = (1+(~_l))k 2:: l+k. (~-1) =Ak-l Ak-l Ak-l

_ Ak-l + kAk - kAk-1 _ Xk

- Ak-l - Ak-l'

czyli

Ak> Ak-lk - xk k-l'
Wobec tego

A~ 2:: XnA~=i 2:: XnXn-IA~=~ 2:: ... 2:: xnxn-l'" x2Ai = G~,

skad

2. (C) =? (B).

Dla n = 1 nierównosc (B) jest oczywista. Takze, przy n 2:: 2

. 1 . d d'cl-l < X ::; --, me ma czego owo Zl .n

Niech wiec n 2:: 2 i X > -~. Wówczas nx + 1 > O i na mocy
n

nier6wnosci (C) zastosowanej do n liczb: 1+ nx, 1,1,... ,1 mamy'--v--'
n-l

(1+.)"~ (n 1:')" ~ ((1+n.) +~)" ;,

2:: (l+nx) .~= l+nx.
n-l
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Przemiany jadrowe

wspólczesna

alchemia

Maria KACZMARCZYK

Promieniotwórczosc naturalna niektórych

jader atomowych (Delta 11/1992) nie

wyczerpuje calosci zjawisk fizyki jadrowej,

w których przemiany jadrowe prowadza

do wyzwolenia energii. Cecha rozpadów

promieniotwórczych jest to, ze przebiegaja

one samorzutnie, bez zadnej ingerencji

zewnetrznej. Jednym z warunków

ich wystapienia jest zachodzenie

tzw. dodatniego bilansu energetycznego.

Oznacza to, ze energia spoczynkowa

jadra rozpadajacego sie musi byc wieksza

od sumy energii spoczynkowych jadra

koncowego i emitowanych czastek.

Na przyklad dla rozpadu alfa jadra polonu

21OpO(liczba masowa A =. 210, liczba

atomowa Z = 84), w wyniku którego

powstaje jadro olowiu 206Pb (A=206,

Z = 82), bilans taki opisuje równanie

Q = MC10po)C2-

(1) _ (M(206Pb) + M(4He))c2 > O.

Symbolem Q oznaczono energie tego

rozpadu, M(A) oznacza mase jadra
atomu A.

Energia spoczynkowa Eo obiektu o masie

spoczynkowej mo wyraza sie wzorem
Einsteina Eo = moc', w kt6rym c jest

predko~cia. ~wiat1a w pr6zni. Jdli masa bedzie

wyrazona w megaelektronowoltach (MeV),
to wsp6lczynnik przeliczeniowy masy na

energie bedzie r6wny c' = 1.

Dla wymienionego rozpadu (w przypadku,

gdy jadro 206Pb powstaje w naj nizszym

stanie energetycznym) energia ta jest

równa Q = 5,407 MeV .

Rok 1919 wyznaczyl poczatek nowej

dziedziny badan z zakresu tzw. sztucznych

przemian jadrowych. W tym roku

angielski fizyk Ernest Rutherford

przeprowadzil pierwsza, sztuczna przemiane

ja,drowa, dokonuja,c zderzenia czastek alfa

(jader 4He) z j a,drami azotu 14N.. J ak sie

okazalo, zderzenie to nie mialo wylacznie

charakteru sprezystego zderzenia dwu

klasycznie rozumianych kuleczek, lecz

doprowadzilo do wytworzenia ja,dra tlenu

17O i protonu. Przemiane te, zwana

równiez reakcja, ja,drowa, mozna



.(3)

zapisac symbolicznie nastepujaco:

(2) 14N+ 4He ~ 170+ lp.

Wyrazenie na energie Q reakcji, dla

przypadku gdy jadro tlenu 170 powstaje

w naj nizszym (podstawowym) stanie

energetycznym, jest dane wzorem

Q = (Me4N) + M(4He))c2­

- (Me70) + Mep))c2•

Doswiadczenie Rutherforda mialo

znaczenie epokowe. Urzeczywistnilo ono

po raz pierwszy odwieczne marzenia

alchemików o przemianie pierwiastków.

W wiekach VIII-XVI alchemicy

poszukiwali "kamienia filozoficznego" ,

tj. substancji, która moglaby przemieniac

metale pospolite w cenny metal szlachetny

- zloto. Posiadanie kamienia filozoficznego

otwieraloby wlascicielowi droge do

nieograniczonego bogactwa.

Od czasu Rutherforda przebadano

ogromna liczbe rozmaitych reakcji

jadrowych, w tym takze takie, w których

powstaja atomy zlota, na przyklad:

(4) 194pt + 4He ~ 107Au+ lp.

W tym miejscu Czytelnik moze ze

zdziwieniem zapytac: skoro teraz znamy

sposoby na realizacje marzen alchemików,

to dlaczego nie produkujemy tyle zlota,

aby bylo go pod dostatkiem? Odpowiedz

jest prosta: to kosztuje, i to duzo!

Otóz w przypadku procesu (4) energia

reakcji jest ujemna: Q = -8,436 MeV.

Jest to przyklad tzw. reakcji progowej.

Oznacza to, ze warunkiem koniecznym

do jej zaistnienia jest, aby czastki alfa

byly przyspieszane do energii kinetycznej

co najmniej równej 8,610 MeV (energia

kinetyczna musi byc wyzsza niz Q,

gdyz w trakcie zderzenia platyna

doznaje odrzutu). A z tym wiaza sie

olbrzymie koszty budowy akceleratorów

przyspieszajacych naladowane czastki

do odpowiednio wysokich energii,

co w polaczeniu z niewielka efektywnoscia

zachodzenia zadanych reakcji jadrowych

czyni taka produkcje wielce nieoplacalna.

Atomy zlota moga byc wytwarzane równiez

w procesach posrednich. Przykladem

moze byc reakcja wychwytu radiacyjnego

neutronów (oznaczana zapisem (n, 'Y))

przez jadra platyny 196pt, a nastepnie

rozpad rr wytworzonych
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Jest W prózni niespozyta sila

A,nna OKOPINSKA

W fizyce próznia nazywa sie najprostszy stan ukladu fizycznego,

a wiec stan o najnizszej energii. W fizyce klasycznej (niekwantowej)

jest to stan calkowitego spoczynku. Natomiast w fizyce kwantowej

nie moze istniec stan, w którym nic sie nie dzieje. Dla przykladu

rozwazmy oscylator harmoniczny - czastke o masie m pod

dzialaniem sily Hooke'a F = _mw2 x. Przyjmiemy, ze predkosci sa

male w porównaniu z predkoscia swiatla i mozemy uzywac praw

fizyki nierelatywistycznej.

Ruch oscylatora klasycznego odbywa sie, zgodnie z rozwiazaniem
równania Newtona

(1) x(t) = A sin(wt), p(t) = mAw cos(wt) ,

gdzie x(t) jest wychyleniem z polozenia równowagi, a p(t) jest pedem

czastki.

Calkowita energia dana jest wiec przez zaleznosc

p2 mw2x2 mw2 A2

(2) E= -2m+ -2- = -2-
i najnizsza mozliwa wartosc E = O odpowiada A =O, a wiec sytuacji,

gdy x = O i p = O.

W fizyce kwantowej sytuacja jest zupelnie inna. Oscylator

kwantowy moze znajdowac sie w stanach numerowanych liczbami

calkowitymi n 2': O, którym odpowiada energia

(3) En = liw (n + ~) ,

gdzie li = !::..-, a h jest stala Plancka. Tak wiec naj nizsza energia
27r

wynosi
liw

(4) Eo =-2

i jest rózna od zera. Efekt ten, nazywany drganiami zerowymi,

wyjasnia wiele wlasnosci cial ·fizycznych, na przyklad ciepla wlasciwe,

paramagnetyzm, niekrzepliwosc 4He oraz anomalne rozpraszanie

promieni X na krysztalach w niskich temperaturach.

Wspólczesna teoria czastek elementarnych opisuje swiat przy

uzyciu pól kwantowych. Sa to pola materii (elektronów, kwarków,

neutrin, ) i pola czastek przenoszacych oddzialywania (fotonów,

gluonów, ). Pole kwantowe mozna sobie wyobrazac jako uklad

nieskonczenie wielu oscylatorów harmonicznych. Próznia - stan pól

kwantowych o najnizszej energii, nie zawierajacy czastek materii

ani kwantów oddzialywania - odpowiada drganiom zerowym

oscylatorów. Fluktuacje prózni, które sa zródlem dodatniej

energii prózni, mozna wyjasnic powstawaniem wirtualnych par

czastka-antyczastka o energii l:iE, zyjacych tak krótko, ze spelniona

jest zasada nieoznaczonosci Heisenberga
li

(5) l:itl:iE ~ "2 .

Pole kwantowe ma nieskonczona liczbe stopni swobody, gdyz

w kazdym punkcie przestrzeni moze przybierac niezalezne wartosci.
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Warto jednak zauwazyc, ze atomy
zlota 107Au w srodowisku neutronów

termicznych same wychwytuja neutrony

ulegajac przemianie w atomy 108Au,

które z okresem T1/2 = 2,696 dni ulegaja

rozpadowi (3-. Jadrem koncowym tego

rozpadu jest rtec 108Hg. Zatem, zloto

wytworzone w przykladowym procesie

opisanym równaniem (6) powinno byc

dostatecznie szybko usuwane ze strumienia

neutronów, aby zabezpieczyc je przed

zniszczeniem. Uwage te mozna uczynic

tez w odniesieniu do wytwarzania zlota

w reakcji (n,2n) na rteci 198Hg poddanej

oddzialywaniu neutronów predkich

o energii 14 MeV:

108Hg+ 1n -+ 197Hg+ In + In,

1117Hg-+ 1117Au+ (3+ + 11.

W podobny sposób, a wiec wykorzystujac

odpowiednie reakcje jadrowe, mozna

byloby wytwarzac równiez inne drogocenne

metale, na przyklad platyne, srebro, rod.

Jednak, jak juz wspominalismy, glówna

przyczyna nieoplacalnosci takich prób sa

ogromne koszty, jakie nalezaloby poniesc

Innym przykladem posredniego

procesu prowadzacego do wytworzenia

atomów 197Au jest reakcja (n,,) na rteci,

która jest wzglednie tanim surowcem

wyjsciowym:

106Hg+ 1n -+ 197Hg+ , ,

197Hg -+ 197Au+ (3+ + 11 •

Moz~a ja zrealizowac praktycznie,

umieszczajac próbke rteci w kanale

reaktora jadrowego w strumieniu

neutronów spowolnionych do energii

ponizej l eV (tzw. neutronów

termicznych). Wytworzone wtedy

jadra 107Hg sa nietrwale, ulegaja

rozpadowi promieniotwórczemu (3+

z okresem polowicznego zaniku

T1/2 = 64, l godziny.

promieniotwórczych jader 197pt wedlug

schematu:

196pt + 1n -+ 197pt+"
197pt -+ 197Au+ {r + /l.

Reakcje te, chociaz mozliwe do

przeprowadzenia, w odniesieniu do

"produkcji" zlota sa tez nieoplacalne,

chocby z tej przyczyny, ze platyna jest

metalem drozszym od zlota.

. Przez okres pólowicznego zaniku

pierwiastka promieniotw6rczego rozumie

sie cr.as, po uplywie kt6rego polowa j!\der

promieniotw6rczych w pr6bce ulega rozpadowi!.

F. .. _ 7rnc
Ca •• m.r - 240d4

na jednostke powierzchni. Przypomnijmy, ze pla~zc,!yzny sa nie

naladowane, wiec gdyby obowiazywaly prawa elektrodynamiki

klasycznej, efekt taki nie móglby wystapic. Pomiar wykonany

w 1958 roku przez M.J. Sparnaya w laboratoriach ·Philipsa \vykazal

przyciaganie sie plyt metalowych odleglych o d = O,5 I-' z sila

F = 0,2 dyni cm2. Niestety, pomiary te sa niezwykle trudne i do

dzis nie przeprowadzono ilosciowego potwierdzenia wzoru Casimira.

Calkowita energia drgan zerowych otrzymana przez calkowanie po

wszystkich stopniach swobody, równa

(6) L ~nw,

jest nieskonczona. Pojawianie sie nieskonczonych wartosci

jest dobrze znana cecha rachunków w kwantowej teorii pola.

Nieskonczonosci te mozna wyeliminowac z wyrazen dla wielkosci

obserwowalnych za pomoca procedury renormalizacji. Poniewaz

parametry wyjsciowe teorii sa niemierzalne, mozna przyjac, ze sa

one nieskonczone i dobrac je tak, aby kasowaly pojawiajace sie

w rachunkach nieskonczonosci. Renormalizacja energii polega na

dodaniu nieskonczonej wielkosci Eoo dobranej tak, aby energia drgan

zerowych w pustej przestrzeni byla równa zeru

(7) L ~hwo + Eoo = O.

Gdy w przestrzeni umiescimy powierzchnie ograniczajace, na których

pola znikaja, to czestosci drgan zerowych ulegaja modyfikacji

i energia rózni sie od energii w pustej przestrzeni o skonczona

wartosc, która mozemy zmierzyc! W 1948 roku H.B. Casimir

wykazal, ze energia prózni dla pola elektromagnetycznego,

zamknietego pomiedzy równoleglymi plaszczyznami przewodzacymi

o powierzchni S i odleglymi o d, wynosi

" 1 7rncS(8) L 2nw + Eoo = - 720d3 .

Takiej energii potencjalnej odpowiada przyciaganie sie plaszczyzn

z sila równa .

Rozwazano tez inne efekty wywolane fluktuacjami prózni

w ograniczonej przestrzeni. Casimir i Polder wykazali w 1948 r.,

ze sila oddzialywania jednostki powierzchni na atom znajdujacy sie

w odleglosci d od przewodzacej plaszczyzny wynosi

(10) F = Fc-p + FeI.tat + FinterJ'

Sila Casimira-Poldera dana wyrazeniem
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(11) Fc-p = ---5 '27rd

gdzie a jest wspólczynnikiem polaryzowalnosci czastki, pochodzi

od fluktuacji prózni i wnosi dominujacy wklad przy duzych

odleglosciach d. Fel.tat jest oddzialywaniem elektrostatycznym

dipola (powstajacego na skutek fluktuacji ladunku w atomie)

z plaszczyzna przewodzaca, a pozostale wyrazy uwzgledniajace

efekty interferencyjne mozna wyznaczyc przy uzyciu elektrodynamiki

kwantowej.

Eksperyment majacy na celu potwierdzenie efektu Casimira-Poldera

zostal przeprowadzony dopiero w 1993 roku na uniwersytecie

w Yale (USA) przez grupe Hindsa. Wiazka atomów sodu byla

przepuszczana wzdluz scian klina utworzonego przez dwie

plyty, które u dolu stykaly sie, a u góry odstep miedzy nimi

wynosil 1, 2 I-'m. Plyty wykonane z idealnie plaskich warstw

krzemionki o wymiarach 8 X 30 mm (z dokladnoscia 10-6 mm)

3



zostaly napylone chromem i zlotem. Mierzono liczbe atom6w, kt6re

przeszly na r6znych wysokosciach od dolu klina i wykreslono wyniki

pomiar6w w zaleznosci od odleglosci miedzy plytami na danej

wysokosci. Otrzymana zaleznosc por6wnano z wynikami rachunk6w,

w których przyjeto, ze odchylenie atomów spowodowane jest sila

Casimira-Poldera. Wyniki doswiadczalne zgadzaja sie bardzo dobrze

z wynikami teoretycznymi w zakresie odleglosci 0,7-1,2 }.Lm, przy

kt6rych sila Casimira-Poldera wnosi dominujacy wklad do calkowitej

sily dzialajacej na atomy.

Pomiar sily Casimira-Poldera stanowi ilosciowe potwierdzenie

r6znicy energii drgan zerowych pomiedzy przestrzenia ograniczona

i nieograniczona. Innym obserwowalnym efektem kwantowo-polowej

natury oddzialywan elektromagnetycznych jest r6znica energii

drgan zerowych w zewnetrznym polu i bez pola. Daje ona wklad

do niewielkie go przesuniecia poziom6w energetycznych atomu

wodoru w stosunku do przewidywan danych przez r6wnanie Diraca.

Przesuniecie to, zmierzone przez W.E. Lamba i R.C. Retherforda

w latach 1947-1953, jest w znakomitej zgodnosci z rezultatami

elektrodynamiki kwantowej. Sila Casimira-Poldera, podobnie

jak przesuniecie Lamba-Retherforda, stanowi wazny dowód

potwierdzajacy prawidlowosc opisu oddzialywan elementarnych przy

uzyciu p61 kwantowych.

Licznik
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na zbudowanie akcelerator6w czastek

naladowanych przyspieszajacych je do

energii kinetycznej rzedu wielu MeV (jak

to wymagane jest w reakcjach progowych,

na przyklad (4)). Koszty te znacznie

przekroczylyby wartosc wytworzonych

drogocennych metali. Omawiana metoda

otrzymywania innych pierwiastk6w

droga reakcji jadrowych i proces6w

posrednich jest jednak stosowana

na przyklad do wytwarzania izotop6w

promieniotw6rczych, takich jak 24Na, 32p,

131J, a 'nawet 108Au, majacych specjalne

zastosowanie w medycynie. Podobnymi

metodami uzyskuje sie r6wniez pluton

wykorzystywany jako paliwo jadrowe do

prod ukcji broni jadrowej. Tutaj koszty

wytwarzania nie odgrywaja juz roli.

Osiagniety w XX wieku poziom wiedzy

o budowie materii i przemianach

jadrowych pozwala nam wyjasnic istote

niepowodzen alchemik6w. Stosowane

przez alchemik6w metody, w zasadzie

chemiczne, mogly najwyzej powodowac

zmiany w zewnetrznych powlokach

elektronowych atom6w nie siegajac do

centralnie umieszczonego jadra atomowego .

O przynaleznosci atomu do okreslonego

rodzaju pierwiastka chemicznego decyduje

liczba proton6w Z w jadrze atomowym.

Nie mozna wiec przemienic atomu jednego

pierwiastka watom innego pierwiastka

(w tym przypadku watom zlota), jezeli

nie zmieni sie liczby proton6w w jadrze.

Mozna tego dokonac wykorzystujac reakcje

jadrowe lub rozpady promieniotw6rcze.

Ale alchemicy nie znali budowy atomu

ani nie dysponowali urzadzeniami do

wywolywania reakcji jadrowych, dlatego

tez ich poszukiwania i metody byly

bezskuteczne. Teraz wiemy, jak tego

dokonac, i czasami w zamierzony spos6b

jest to czynione dla cel6w specjalnych.

Choc koszty uzyskania zlota ta droga

sa, wysokie, pozostaje nam satysfakcja,

ze wiemy, jak osiagnac to, czego nie mogly .

osiagnac pokolenia alchemik6w. A wiedza

jest cenniejsza niz zloto!

Rozwi"zanie zadania M 697. Latwo zauwazyc, korzyst.aja.c ze wzoru dwumianowego, z~ liczha (vIo + 2)'" + (vIo - 2)'" jest calkowita.

Oczywiscie, jest ona wieksza od (vIo + 2)'''. Poniewaz 0< (vIo - 2)'" < l, to

N = (v'6 + 2)'" + (v'6 - 2)'''.
Ponownie korzystajac ze wzoru dwunlianowego lnan1Y

N = (10 + 4v1o)" + (10 - 4v1o)" = 2"((5 + 2v1o)" + (5 - 2v1o)") =

= 2" ((5" + 5") + (n(n 2- 1) ·5"-' . 4' . 6 + n( n 2- 1) .1;,,-2 .4' .6) + ... ) = 2,,+1 . k

dla pewnego k E N (lic1,ba w najwiekszym nawiasie w poprzedniej linijce jest parzysta, bowi~m kazdy skladnik jest naturalny i wystepuje

dwukrotnie).
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