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O czworoscianie réwnosciennym
Waldemar POMPE

Czy istnieje czworoécian, ktéry nie jest foremny, a ktérego éciany sa tréjkatami
przystajacymi? Istnieje. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy narysowaé dowolny
nieréwnoboczny tréjkat ostrokatny, podzielié go na cztery przystajace tréjkaty,
(jak na rysunku 1), i z otrzymanej w ten sposéb siatki zlozyé czworoécian.

Czworoécian taki nazywamy réwnosciennym badZ péHoremnym.

W Delcie 5/93 mozna przeczytaé, ze jeéli pola écian czworoécianu sa réwne
(tzw. czworoécian réwnopolowy), to czworoécian jest réwnoécienny.

My udowodnimy nieco ogélniejsze twierdzenie, ale najpierw

Definicja. Przez kazda krawedZ czworoécianu ABC D poprowadzono
plaszczyzne réwnolegla do przeciwleglej krawedzi. Otrzymano

w ten sposéb trzy pary réwnoleglych plaszczyzn, ktére wyznaczaja
réwnoleglodcian. Réwnolegloscian ten bedziemy nazywaé dopisanym do
czworoécianu ABCD (rys. 2).

Twierdzenie. Wszystkie ponizsze wlasnoéci caworosdcianu ABCD sa

réwnowazne (tzn. z dowolnej wlasnoéci wynika kazda inna):

1. wszystkie $ciany sa przystajace,

2. wszystkie éciany to tréjkaty ostrokatne o takim samym promieniu

okregu opisanego,

suma katéw plaskich przy kazdym wierzchotku wynosi 180°,

sumy katéw plaskich przy wierzcholkach A, B, C wynosza po 180°,

siatka czworoécianu jest tréjkatem ostrokatnym podzielonym na cztery

przystajace tréjkaty (rys. 1),

{BAC = LABD = tACD = /BDC,

. przeciwlegle krawedzie sa réwnej dlugoéci,

. trzy odcinki laczace érodki przeciwleglych krawedzi sa parami prostopadile,

. réwnolegloécian dopisany do czworoécianu jest prostopadloécianem,

. wszystkie §ciany maja réwne pola,

. rzut czworoécianu na dowolna plaszczyzne réwnolegla do dwéch
przeciwleglych krawedzi jest prostokatem,

e
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12. kazdy odcinek laczacy érodki przeciwleglych krawedzi jest prostopadly

do tych krawedzi.

Dowéd. Zamiast dowodzié 12 - 11 = 132 twierdzenia, udowodnimy jedynie 12.
Schemat dowodu przedstawiony jest na rysunku 3.

1 = 2 (rys. 4). Poniewas éciany sa tréjkatami przystajacymi, wiec promienie
okregéw na nich opisanych sg réwne. Wystarczy zatem wykazaé, ze éciany

sa tréjkatami ostrokatnymi. Poniewaz BC jest wspélnym bokiem tréjkatéw
przystajacych ABC i BCD, wiec LBAC = LCDB = «. Analogicznie

LACB = LADB = B oraz LABC = LADC = ~v. Katy a, 4, v sa katami
plaskimi przy kazdym wierzcholku czworoécianu, zatem maja te wlasnoéé,

ze suma dowolnych dwéch spoéréd nich jest wieksza od trzeciego. Ale jesli katy
tréjkata maja owa wlasnoéé, to musi to byé tréjkat ostrokatny. Pozostaje wiec
zauwazyé, ie a, B, v sa katami plaskimi kazdej éciany.

2 = 3 (rys. 4). Jesli promienie okregéw opisanych na écianach ABC i BCD sa
réwne, to LBAC = LBDC, gdyi sa to katy ostre (bardzo waine zalozenie!)
wpisane, oparte na tym samym luku. Analogicznie ZACB = LADB,

LABC = LADC, skad

LADC + (CDB + LADB = LABC + LCAB + LACB = 180°.

3 = 4. Oczywiste.

4 => 5. Siatka czworoécianu ABCD jest szeéciokatem Dy AD; BD5C
podzielonym na cztery tréjkaty (rys. 5). Z wlasnoéci 4 wynika, ze punkt A lezy
na prostej Dy D;, punkt B na prostej D, D3, punkt zaé C na prostej D Ds.
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Zatem A, B, C sa srodkami bokéw tréjkata Dy D, Ds. Pozostaje jeszcze
zauwazy¢, ze tréjkat Dy Dy Ds jest ostrokatny. Istotnie, jego katy sa katami
plaskimi przy wierzcholtku D, z czego wynika, ze suma dowolnych dwéch sposréd
nich jest wieksza od trzeciego.

5 = 6. Oczywiste.
6 = 7. Udowodnimy najpierw dwa lematy.

Lemat 1. Dany jest wypukly kat czwérécienny SABCD o wierzchotku S.
Mozna przeciaé go plaskim cieciem tak, aby w przekroju otrzymaé réwnoleglobok,
przy czym wszystkie takie przekroje sq réwnolegle.

Dowéd. Niech | bedzie wspélna prosta plaszczyzn SAB i SCD, k zas wspdlna
prosta plaszczyzn SBC i SAD. Przecinajac dany kat plaszczyzna réwnolegla
do plaszczyzny wyznaczonej przez proste k i l otrzymamy w przekroju
réwnoleglobok — boki otrzymanego czworokata beda bowiem réwnolegle

do k bad# do . Przecinajac w inny sposéb otrzymamy czworokat, w ktérym
przedluzenia przeciwleglych bokéw przecinaja sie (na prostej k lub ).

Lemat 2. Dany jest wypukly kat czwérécienny SABCD, przy ktérym
wszystkie katy plaskie sq rdwne. Wéwczas kazdy przekrds tego kata, bedacy
réwnoleglobokiem, jest rombem.

Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze taki kat mozna tak przeciaé, aby

w przekroju otrzymaé romb. W tym celu wybierzmy tak punkty A i C, aby
bylo SA = SC (rys. 6). Niech P bedzie punktem wsp6lnym prostej AC

i plaszczyzny SBD. Nietrudno zauwazyé, ze punkty B i D moina wybraé
tak, aby SB = S§D i odcinek BD przechodszil przez punkt P. Poniewai katy
ASB, BSC, CSD, DS A sa réwne, wiec tréjkaty ASB, BSC, CSD, DS A sa
przystajace, skad otrzymujemy, ze czworokat ABCD jest rombem. Z lematu 1
wynika, ze wszystkie przekroje bedace réwnoleglobokami sa podobne (a nawet
jednokladne). A poniewaz nasz kat mozna tak przeciaé, aby w przekroju
otrzymad romb, wiec wszystkie przekroje bedace réwnoleglobokami beda takze
rombami.

Niech K, L, M, N, S beda odpowiednio érodkami krawedzi AB, AC, CD, BD,
BC (rys. 7). Nietrudno zauwazy¢, ze ZKSN = LACD, /NSM = ¢(BDC,
LMSL = /DBA, (LLSK = /BAC, co w polaczeniu z zaloieniem daje

LKSN =(NSM = /(MSL=(LSK. Ponadto KLMN jest réwnoleglobokiem,
poniewaz KN||AD|[ML i KL||BC||MN (twierdzenie Talesa). Zatem na

mocy lematu 2, KLMN jest rombem, skad wynika, ze AD = BC (gdyz

AD =2KN =2KL = BC). Co wiecej, z dowodu lematu 2 wynika réwniez,

2e SN =5Li1SK =5M,skad AB=CDi AC = BD.

7 = 8 (rys. 8). Niech K, L, M, N beda odpowiednio srodkami krawedzi

AB, AC, CD, BD. Czworokat KLMN jest oczywiécie réwnoleglobokiem
(twierdzenie Talesa). Ponadto skoro AC = BD, to KN = KL. Zatem KLMN
jest rombem, co znaczy, ie jego przekatne KM i N L sa prostopadle.

8 = 9 (rys. 9). Niech K, L, M, N, P, Q beda odpowiednio érodkami krawedzi
AB, BC, CA, AD, CD, BD. Plaszczyzny KMPQ, NQLM i KLPN
przecinaja si¢ parami wzdluz prostych K P, LN i QM, ktére sa parami
prostopadle. Zatem plaszczyzny KM PQ, NQLM, KLPN sa réwniez

parami prostopadle. A poniewaz kazda z tych plaszczyzn jest réwnolegla

do dwéch krawedzi, ktérych nie przecina, wiec réwnolegloécian dopisany do
czworofcianu ABCD jest prostopadloécianem.

9 = 10. Z twierdzenia Pitagorasa wynika natychmiast, ze $ciany sa tréjkatami
przystajacymi. W szczegélnoéci maja réwne pola.

10 = 11. Lemat 3. Dane sq dwie réwnolegle plaszczyzny p; 1 py oraz punkty
A,B€p, 1C,D € py. Niech A' 1 B' beda odpowiednio rzutami prostokgtnyms
punktéw A 1 B na plaszczyzne py. Wéwczas AC = BD wtedy 1 tylko wtedy, gdy
A'GC=RB'D.

Dowdéd bardzo prosty - przy ugyciu twierdzenia Pitagorasa.
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Niech p; i p2 beda réwnoleglymi plaszczyznami zawierajacymi odpowiednio
krawedzie AB i CD (rys. 10). Przez A’ i B' oznaczmy rzuty punktéw A4 i B

na plaszczyzne po. Poniewaiz pola écian ACD i BCD sa réwne, a CD jest

ich wspélna podstawa, wiec wysokoéci AH, i BH, tréjkatéw ACD i BCD

sa réwne. Réwne sa wiec takze odcinki A'H; i B'H, (lemat 3), ktére sa
réwniez prostopadle do CD (twierdzenie o trzech prostopadlych — zadanie 2.a).
Zatem odcinki CD i A'B’ przecinaja sie¢ w takim punkcie O, ze A'O = B'O.
Analogicznie rozpatrujac wysokosci tréjkatéw CAB i DAB opuszczone na
wspélna podstawe i ich rzuty na plaszczyzne p, dowodzimy, ze CO = DO. Tak
wiec przekatne czworokata A'DB’'C polowia sie, co znaczy, ze czworokat ten jest
réwnoleglobokiem. Zatem A'C = B'D i A'D = B'C, skad na mocy lematu 3
otrzymujemy, ze AC = BD i AD = BC. Rozpatrujac rzut czworoscianu na
plaszczyzne réwnolegla do innej pary przeciwleglych krawedzi dowodzimy,

ze AB=CD, skad A'B' = CD. A poniewaz réwnoleglobok, w ktérym
przekatne sa réwnej dlugoéci, jest prostokatem, wiec czworokat A'DB'C jest
prostokatem.

11 = 12. Poniewaz rzut czworoscianu jest prostokatem, wiec odcinek laczacy
érodki przeciwleglych krawedzi, po zrzutowaniu na plaszczyzne réwnolegla do
tych krawedzi, zredukuje sie do punktu — érodka prostokata. Zatem odcinek ten
musi byé prostopadly do tych krawedzi.

12 = 1 (rys. 11). Rozpatrzmy odcinek laczacy $rodki krawedzi AB i CD.

Przy obrocie czworoécianu o 180° wokét tego odcinka punkt A przejdzie na B,
punkt B na A, punkt C na D, punkt D na C. Wynika stad, ze tréjkat ABC
przystaje do tréjkata ABD oraz tréjkat CDA przystaje do tréjkata CDB.
Obracajac czworoécian wokél odcinka laczacego érodki innej pary przeciwleglych
krawedzi otrzymujemy teze.

Na koniec proponuje¢ Czytelnikowi zastosowanie powyzszej wiedzy do
rozwiazania nastepujacych zadan. '

Zadania.

1. Kazda éciana pewnego czworoscianu jest tréjkatem o bokach dilugoéci a, b, c.
Znalei¢ objetosé czworoscianu 1 promien sfery na nim opisane;j.

- a) Niech ! bedzie prosta nieprostopadla do plaszczyzny p, ' jej rzutem

prostokatnym na plaszczyzne p, natomiast k dowolna prosta plaszczyzny p.
Wykazad, ze proste k i sa prostopadle wtedy i tylko wtedy, gdy proste k1!
sa prostopadle (twierdzenie o trzech prostopadlych).

b) Wykazaé, ze jeéli wszystkie katy plaskie przy wierzcholtku D
czworoécianu ABC D sa proste, to ortocentrum (tj. punkt przeciecia wysokosci)
tréjkata ABC pokrywa sie ze spodkiem wysokoéci czworoécianu opuszczonej
z wierzcholka D.

3. Niech Og4, Op, O¢, Op beda odpowiednio érodkami sfer dopisanych,
stycznych do écian BCD, ACD, ABD, BC A czworosécianu ABCD. Wykazaé,
ze tréjécienne katy O, BCD, Og ACD, O ABD, Op ABC sa proste wtedy

i tylko wtedy, gdy czworoécian ABCD jest réwnoécienny. (Sfera dopisana

do czworoécianu to taka, ktéra bedac styczna do wszystkich plaszczyzn
zawierajacych §ciany czworoécianu jest z nim — poza punktem stycznosci

- rozlaczna.)

4. Wykazad, ze w réwnosciennym czworoécianie

a) promieni kuli wpisanej jest dwa razy mniejszy od promienia dowolnej kuli
dopisanej do tego czworoscianu, :

b) $rodki kul dopisanych sa wierzchotkami czworoécianu przystajacego do
danego.

5. Wykazaé, ze w réwnoédciennym czworoécianie spodki wysokoéci, érodki
wysokoéci 1 punkty przeciecia wysokosci $cian tego czworoécianu leza na jednej
sferze (sfera 12 punktéw).

6. Wykazaé, ze czworoécian jest réwnodcienny wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi
jeden z ponizszych warunkéw

— obwody $cian sa réwne,

— érodki sfer — wpisanej i opisanej na tym czworoécianie — pokrywaja sie.
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