O nieréwnosci o srednich
i pewnym jej uogdlnieniu
l;%snniesndanigf"a'!& Henryk PAWLOWSKI

Predkodé elektronu wyznacrzamy na
podstawie bilansu energii

W8T ek iy Chyba nie bylo u nas takiej edycji Olimpiady Matematycznej, w ktérej nie
Rt gt i zipmskimm byloby zadania dajacego sie rozwia,sa.é_ (zaws?e- w elegancki sp:os_éb!) za pomoca
polu magnetycznym wyznaczamy na nieréwnosci o éredniej arytmetycznej i sredniej geometrycznej liczb nieujemnych,
podstawie drugiej zasady dynamiki zwanej powszechnie nieréwnoécia Cauchy’ego. Ilez zadan maturalnych

mv® B ,-™v_ 1 /2Um iegzaminacyjnych jest w stanie za jej pomoca rozwiazaé uczen juz klasy
r B B e pierwszej szkoly dredniej (a nierzadko wybitny — z klasy VII czy VIII szkoly

Uwzgledniajac geometri¢ toru elektronu
(rys.) mamy
(r = I}’ +13=r

podstawowej!).

B Nie wiem, czy doczekam sie, kiedy nieré6wnoéé ta znajdzie swoje nalezne miejsce

Aalias IS ElC ARt e b w programie nauczania matematyki obowiazujacym wszystkie profile. Prosta
L Ll R - s w sformulowaniu, dajaca sie bardzo elementarnie udowodnié i przebogata
x ;—r w swoich zastosowaniach.
DEtaEcanl W niniejszym artykule zaprezentujemy bodaj najpiekniejszy jej elementarny
z= !2B1J2Um =2,1 mm. dowdéd 1 uogélnimy ja.
Udowodnimy najpierw nastepujacy
1,1—_[ Lemat. Dla kazdej liczby naturalney n oraz dla dowolnych n liczb nieujemnych
== @y, asz,...,0y, takich ze a; + as + ...+ a, = n zachodzi nierdwnodé
tlE (1} 0102...(1,;51. ;
K Dowdd. Zastosujemy indukcje wzgledem n.
2 £ Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste.
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Rozwiasanie sadania M 698,
Dobiersmy k tak, seby mied

2% < n < 2Ftl, Wtedy wéréd liczb
1,2,...,n dokladnie jedna dsieli sie
praen ok pozostale zad moga byé
podzielne tylko przez mniejsze potegi 2.
Niech | = 2571(2N + 1) oznacza polowe
najmniejszej wapdlnej wielokrotnodci
liczb 1,2,...,n; wtedy, dla pewnego
calkowitego M,

1

1
I-S,,:M-i—‘z—k:f-M—rN-{——,

2
Znaczy to, ze | - Sy, a wiec tym
bardziej S,, nie jest licaba naturalna,.

0]

Roswiaranie zadania M 6965.
Zdarzenie elementarne dla
dofwiadczenia opisanego w tym
zadaniu polega w istocie na losowym
wyborze jednej kuli spodréd
dwunastu (pieciu bialych i siedmiu
czerwonych); zawily jest tylko sam
apostéh wybierania. Wybiera sig

po prostu pierwsza kule ,nie-czarna”.
Wsrnystkie zsdarzenia sa przy tym
jednakowo prawdopodobne, bo Zadna
z kul nie jest wyrdiniona. Szukane
prawdopodobiefistwo jest zatem
réwne T/12.

Dla niezadowolonych z powyiszego
rorumowania szkicujemy nizej inne,
bardziej ,szkolne” (i duzo bardziej
rawile) rozwiazanie. Tym razem zbidr
zdarzelf elementarnych (0 sklada sig

ze wszystkich 17! permutacji naszych
siedemnastu kul. Zdarzenie A: ,kule
czerwona otrzymamy wezedniej niz
biala" jest suma nastepujacych parami
rozlacznych zdarzed A3, Ag,...:

Aq: ,za pierwszym razem wylosujemy
kule czerwong”,

Ag: ,za pierwszym razem wylosujemy
kule czarna, a za drugim czerwona”,
Aj: ,za pierwszym i drugim razem
wylosujemy kule ezarna, a za trzecim
crerwong”, itd. (Skrupulatny
Caytelnik, oczywideie, policzy, ile tych
zdarzen jest!).
sumy zdarzeni parami rozlacznych to
suma prawdopodobieristw, a zatem
T 6 T 6 5 7

177 07 18§ a7
Prowadzac takie samo rozumowanie dla
zdarzenia przeciwnego A' dostajemy

Prawdopoaobieristwo
p=

druga réwnodé
6 5 G 5
16 17 16

i 5 Bl
- p=— ..
F=a7 15

17
(Kule biale i czerwone zamienily sie
rolami, a wige wazystkie si6demki

w licznikach zamienily sie na piatki.)

Dzielac obie réwnodci stronami
dostajemy p/(1 — p) = 7/5, a stad, jak
poprrednio, p = 7/12.

Dla n = 2 mamy
ajaz = a;(2 —a1) = —a? + 2a; = —(a; — 1)2+1<1.

Zaléimy wiec, ze dla pewnego naturalnego n > 2 oraz dla dowolnych n liczb
nieujemnych o sumie réwnej n zachodzi nieréwnosé (1) i roswaimy n + 1 takich
liczb nieujemnych a1, az,...,0n, Gny1, 2€

a;+az+...+ a8+ a1 =n+1.
Wréd nich jest taka liczba, ktéra jest nie wieksza od 1 oraz taka, ktéra jest nie
mniejsza od 1 (w przeciwnym ragie byloby a; + a2+ ...+ @n + Gny1 > n+ 1
lub a3 + a2 + ...+ a@p + @ny1 < n+ 1). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze
an < liapyy > 1. Wéwezas (an — 1)(an+1 — 1) <0, czyli
Gnln+1 < ap + an+i =il

Rozwaimy teraz liczby a3, az,...,0n-1,8n + @nt1 — 1. Sa one nieujemne, jest
ich n oraz ich suma wynosi n.

Zatem, na mocy zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy
alag...an_l(an + apnt1 — 1) =l
Stad oraz z poczynionej wczedniej uwagi wynika, ze
G103 .ty 10nGayl S 0102 .5 .Gn—1{0p + Gnei—1) <1,

czyli, ze ayas...apdpy1 < 1.

Korticzy to dowéd kroku indukcyjnego oraz dowdd stusznoéci lematu dla dowolnej
liczby naturalnej n. B

Niech z;, %3,. .., Z, beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Wéwczas liczby
n;
g1+ T2+...+ 2,
tez sa dodatnie, jest ich n oraz ich suma wynosi n. Na mecy lematu
otrzymujemy

S e s

> nx;

11 g
el T Fivargy

=1

Nieréwnosé ta jest réwnowazna kolejno nieréwnosciom:

(2)

Ostatnia nieréwnoéé, to wlasnie nieré6wnoéé Cauchy’ego.

Zauwazmy, jeszcze, e gdy ktérad z liczb zy, x5, ..., 2, jest zerem, to
nieréwnoé¢ (2) zachodzi w oczywisty sposéb.

Odnotujmy na koniec tej czesci artykuhu, iz réwnoéé w nieréwnoéci Cauchy’ego
ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy z1 =22 = ... = z,.

Jedli 2y = 22 = ... = z,, to istotnie érednie arytmetyczna i geometryczna
tych liczb sa réwne. Zaléimy teraz, ze érednie arytmetyczna i geometryczna
T1,%3,...,Tn 53 réwne, oraz ze, na przyklad, z; # z,. Wéwczas

ceyli z1 + 22 > 24/z122 .

(z1 — z2)? > 0,
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Roswiazanie sadania F 875.

Prezyrost cidnienia hydrostatycznego

Gm

3

jest nateieniem pola grawitacyjnego
r

wynosi dp = pydr, gdzie v =

w odleglodci r, a m = f‘lrrprzdf.

0
Zakladajac liniowa zmiane gestodci

r
p=p1L— pa "’ gdzie R oznacza

promief Ziemi, mamy
r? ot
m=4fr(m—é——mm) 3
R

AnC r !‘: r i
=4 s Tt = —
P x ﬂ13 P iR P1 ﬂzR r

0
bl 2
~ [ P1 7 (]
=4rR’G (2 - LA )
™ ( ¢ ~PiPage + 16)
Z warunkdéw zadania mamy:
-~ _ 3
PL— p3 = zﬁn-
Masa Ziemi jest réwna
R? R 4 o
M = 4nr —_— — ] = -nR i
(P; 3 P2 1 37' Po
skad otrzymujemy
4p1 — 3p3 = 4po .

Rozwiazujac réwnania otrzymujemy

5
PSSP0 2P 2p0,
Falt- % 3M
uwszgledniajac zad, de py = R

oraz ie przyspieszenie ziemskie jest

M .
réwne o otrzymujemy
23 g?
p= —2% =330 GPa.
32r G

Bardziej realistyczne modele zakladaja
cidnienie 370 GPa, natomiast
gdybydmy zaloiyli stala gestodé Ziemi,
otrzymalibydmy

39 _imap
= m——— = a.
.2 G

8r G

W konsekwencji otrzymujemy

T1t+22+...+2Zy % \/ﬁ+\/zl_zg+z3+...+zn >
n n
n s e T o
= \/(\/55132)233-—-%= VZEIT2 .. Ty = : n -

a wiec sprzecznoéé. Jeéli wiec érednie te sa réwne, to z; = 23 = ... = z,.
Otrzymalismy ostatecznie nastepujace
Twierdzenie. Jezeli n jest dowolng liczbq naturalng, z,,zs,..., 2z, — dowolnymi
liczbami nieujemnyms, to

21+ zz4...+ Ty

2 Yz122...2n,

n
przy czym réwnodé ma miejsce wiedy 1 tylko wiedy, gdy =1 = 22 = ... = z,,.
WprowadZmy teraz oznaczenia
z1+z2+...+2x
A(I],Ig,-..,xn)= n)

n
G(z1,23,...,%n) = T123...%5 .
Rozwaimy macierz prostokatna [a;;]mxn liczb nieujemnych i obliczmy $rednie
geometryczne liczb kazdego jej wiersza, oznaczajac je odpowiednio przez

G1,Gy,...,Gpn, oraz érednie arytmetyczne liczb kazdej kolumny tej macierzy,
oznaczajac je odpowiednio przez A, A, ..., A,.
a;; G122 413 Qin G
@21 G2z 423 ... Qa2n | G2
@ml %m2 Gm3 ... Gmn] Gm
A1 Ay A3 A,
Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace
Twierdzenie

(3) G(A1, Az,..., A,) 2 A(G1,Gy,...,Gp).

Dowdd.

a) Jeieli ktéras ze érednich A;, Az, ..., A, bedsie zerem, na przyklad A, = 0,
wéwczas, oczywidcie, bedzie a3 = az1 = ... = am1 =0, G(4y, 42,...,A4,) =0,
Gi=Gz=...=Gn =0, A(G1,G3,...,Gy,) = 0. Nieréwnoéé jest wiec w tym

przypadku oczywista.
b) Niech wiec 4; > 0,¢=1,2,...,n. Wéwczas z nieréwnodci Cauchy’ego, dla
kazdego 1 = 1,2,..., m, mamy
Eﬂ: 2'_1. > ﬂG,’
erd A; T G(A, Az,...,A,)°

skad, po dodaniu tych nieréwnoéci stronami, otrzymujemy, ze

mA1 mAg f mA,. n-m:- A(Gl, Gz, cany Gm)
—_ >
Bl & TN R G
czyli, ze
G(A1, Azg,...,A,) > A(G1,Gg,...,Gp). W

Zauwaimy, e nieréwnosé (3) staje si¢ réwnodcia wtedy i tylko wtedy, gdy
co najmniej jedna z kolumn jest zerowa lub gdy liczby we wszystkich wierszach
83 proporcjonalne.

Nieréwnos¢ (3) jest uogélnieniem nieréwnoéci Cauchy’ego, cho¢ nie tylko tej
nieréwnosci. :

i0



1. Rozwazmy macierz kwadratowa n X n postaci

ay az das see Op—1 [
G GG3 Q4 ... Ay ay
as a4 Qa5 ... ai as .
G QY Az eos Gh—g Gp—=q
gdzie a; > 0,2 =1,2,...,n.
Wéwczas
Gi=0y =...=@, = GlHi;82,7..;0,) Oras
A=A =...= A, = A(ay,az,...,a,), a nierébwnosé (3) przyjmuje postaé
nieré6wnosci Cauchy’ego
A(G;,Gg, .. ']aﬂ.) > G(“l)“‘?) o 'Jan) .
T . a? b2
2. Jezeli bysmy, na przyklad, ) bé
rozwazyli macierz prostokatna e B
n_x 2 postaci takiej jak obok, :
to nieréwnoéé (3) przyjelaby .0 <A
n n

postaé

n n n
z ktérej bez trudu otrzymamy znanga nieréwnoséé Schwarza, tj. nieréwnosé

(a2 +a2+...+a2)(b2+b2+...+b2) > (a1hy + ...+ anbn)?

\/af+...+aﬁ‘bf+...+b§ o lasby| + |agbo| + ... + |anbn|

3. A teraz rozwazmy m ciagéw liczb nieujemnych
Q11,312;+++381n; 321,0822y..+,82ny --+3 Cml;&m2y-.+,8%mn

oraz liczby wymierne dodatnie a;, a2,..., @m, ktérych suma wynosi 1.

SprowadZmy te liczby do wspélnego mianownika M:

) = ﬂ Qg = ﬁ = Am
M’ M’ )

gdzie Ay, Az,..., Ay, sa liczbami naturalnymi oraz ich suma wynosi M.

Spéjrzmy na macierz n x M postaci

ay; @33 ... @31 @z 4@z; ... 421 ... @mi @m1 ... @ml
ajiz 4z ... 4iz2 @2z 422 ... @22 ... @mz Qm2z ... Odm2
ain @1n --- Gin @2n @2n ... @2np ..+ @Gmn Gmn --- Omn
~ e o -~ . - \-
A) kolumn Az kolumn A kolumn

Widzimy, ze nieréwnosé (3) przyjmuje postaé
] .0y 1 4 ay g [+ oy . Xg [
ayfaz]..-ay} +ay3023 ... a5 +ajpan; .. an <
<(a11+ a2+ ...+ a1p)* - (a21 + @22+ ...+ aza)* - ...
coo-(am1 +amz2 + ...+ @)™,
a wiec postaé znanej nieréwnosci Holdera.
4. Weimy teraz pod uwage macierz
B B

a B w v 1

ag ag ag 1 1 i

af af o @l 11 ..o X
a B—a

gdziea; > 0,1=1,2,...,n; 0, fENia<f.

Wéweczas, jezeli obie strony otrzymanej dla tej macierzy nieréwnosci (3)
podniesiemy do potegi a~!, to otrzymamy kolejna znana nier6wnosé o érednich
potegowych, czyli nieréwnosé

i
(af+ag+...+a£)é> (a‘f+ag+...+a,‘:)“

n G n

11



