
Rozwl" ••anle zadania F 876.
PredkoU elektronu wyznaczamy na

podstawie bilansu energii

mv' ~eu-- = eU, skad v = -- .
2 m

Promien krzywir.ny w t.iemskirn

polu magnetyc~nym wyr.nacr.amy na

podstawie drugiej zasady dynamiki

mv' = evB ~ r = mv = ~J2Um .r eB B e

Uwzgledniajac geometrie toru elektronu

(rys.) mamy

(r _ x)' +,' = r' .

Zakladajac male odchylenie x

zaniedbujemy wyraz x', skad

"
x,,"

2r

Ostatecznie [;;;;;
"B _e = 2, l mm.

x = -2 2Um

}

o nierównosci o srednich
i pewnym jej uogólnieniu

Henryk PA WLO WSKI

Chyba nie bylo u nas takiej edycji Olimpiady Matematycznej, w której nie

byloby zadania dajacego sie rozwiazac (zawsze w elegancki sposób!) za pomoca
nierównosci o sredniej arytmetycznej i sredniej geometrycznej liczb nieujemnych,

zwanej powszechnie nierównoscia Cauchy'ego. Ilez zadan maturalnych

i egzaminacyjnych jest w stanie za jej pomoca rozwiazac uczen juz klasy

pierwszej szkoly sredniej (a nierzadko wybitny - z klasy VII czy VIII szkoly

podstawowej!) .

Nie wiem, czy doczekam sie, kiedy nierównosc ta znajdzie swoje nalezne miejsce

w programie nauczania matematyki obowiazujacym wszystkie profile. Prosta

w sformulowaniu, dajaca sie bardzo elementarnie udowodnic i przebogata
w swoich zastosowaniach.

W niniejszym artykule zaprezentujemy bodaj najpiekniejszy jej elementarny

dowód i uogólnimy ja.

Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat. Dla kazdej liczby naturalnej n oraz dla dowolnych n liczb nieujemnych

al, a2, ... , anI takich ze al + a2 + ... + an = n zachodzi nierównosc

( 1)

Dowód. Zastosujemy indukcje wzgledem n.

Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste.
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Rozwiazanie zadania M 698.
Dobierzmy k tak, zeby miec

Zk ::; n < Zk+l. Wtedy wsród liczb

1, Z, ... ,n dokladnie jedna dzieli sie

przez Zk, pozostale •.as moga byc

podzielne tylko przez mniejsze potegi Z.

Niech 1= Zk-l(ZN + 1) oznacza polowe

najmniejszej wspólnej wielokrotnosci

liczb 1,2, ... , n; wtedy, dla pewnego

calkowitego M,

. S" = M + ~ = I .M + N + ~
Zk Z

Znaczy to, ze l . Bn, a wiec tym

bardziej S"' nie jest liczba naturalna.

Rozwiazanie zadania M 696.
Zdarzenie elementarne dla

doswiadczenia opisanego w tym

zadaniu polega w istocie na l080wyrn

wyborze jednej kuli sposród

dwunastu (pieciu bialych i siedmiu

czerwonych); zawily jest tylko sam

sposób wybierania. Wybiera sie

po prostu pierwsza kule "nie-czarna".

Wszystkie zdarzenia sa przy tym

jednakowo prawdopodobne, bo zadna

z kul nie jest wyrózniona. S·zukane

prawdopodobienstwo jest zatem

równe 7/1Z.

Dla niezadowolonych z powyzszego

rozumowania szkicujemy nizej inne,

bardziej "szkolne" (i duzo bardziej

zawile) rozwiazanie. Tym razem zbiór
zdarzel! elementarnych O sklada sie

ze wszystkich 17! permutacji naszych

siedemnastu kul. Zdarzenie A: "kule

czerwona otrr.ymamy wczesniej niz

biala" jest suma nastepujacych parami

rozlac znych zdarzen A l, A., ... :
Al: "za pierwszym razem wylosujemy

k ule c zerwana" ,

A~: "za pierwszym razem wylosujemy

kule czarna, a za drugim czerwona",

A3: "za pierwszym i drugim razem

wylosujemy kule czarna, a za trzecim

czerwona", itd. (Skrupulatny

Czytelnik, oczywiscie, poUczy, ile tych

zdarzel! jest!). Prawdopoaobienstwo

sumy zdarzen parami rozlacznych to
suma prawdopodobienstw, a zatem

76765 7p=-+-'--+- -.-+ ...
17 17 16 17 16 15

Prowadzac takie samo rozumowanie dla

zdarzenia przeciwnego A' dostajemy

druga równosc

5 6 5 6 5 5

1 - p= 17 + U' 16 + 17 . 16. 15 + ...
(Kule biale i czerwone zamienily sie

rolami, a wiec w82.ystkie siódemki

w licznikach zamienily sie na piatki.)

Dzielac obie równosci stronami

dostajemy p/(l- p) = 7/5, a stad, jak

poprzednio, p = 7/12.

Dla n = 2 mamy

a1aZ = ad2 - ad = -ai + 2a1 = -(al - 1)2 + 1 ~ 1.

Zalózmy wiec, ze dla pewnego naturalnego n ;:::2 oraz dla dowolnych n liczb

nieujemnych o sumie równej n zachodzi nierównosc (1) i rozwazmy n + 1 takich

liczb nieujemnych al, az, ... , an, an+1, ze

al + az + ... + an + an+1 = n + 1.

Wsród nich jest taka liczba, która jest nie wieksza od 1 oraz taka, która jest nie

mniejsza od 1 (w przeciwnym razie byloby al + a2 + ... + an + an+1 > n + 1

lub al + az + ... + an + an+1 < n + 1). Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze

an ~ 1 i an+1 ;::: 1. Wówczas (an - 1)(an+1 - 1) ~ O, czyli

anan+1 ~ an + an+~ - 1.

Rozwazmy teraz liczby al, az, ... , an-l> an + an+1 - 1. Sa one nieujemne, jest

ich n oraz ich suma wynosi n.

Zatem, na mocy zalozenia indukcyjnego, otrzymujemy

alaZ ... an-dan + an+1 - 1) ~ 1.

Stad oraz z poczynionej wczesniej uwagi wynika, ze

alaZ ... an-1anan+1 ~ alaZ ... an-I(an + an+1 - 1) ~ 1,

czyli, ze alaZ'" anan+1 ~ 1.

Konczy to dowód kroku indukcyjnego oraz dowód slusznosci lematu dla dowolnej

liczby naturalnej n.•

Niech Xl> Xz, ... , Xn beda dowolnymi liczbami dodatnimi. Wówczas liczby
nXi ..

--------, ~= 1,2, ... ,n,
Xl + Xz + ... + Xn

tez sa dodatnie, jest ich n oraz ich suma wynosi n. Na mocy lematu

otrzymujemy
n

II nx·• <1.
. Xl + ... + Xn -.=1

Nierównosc ta jest równowazna kolejno nierównosciom:

(2)

Ostatnia nierównosc, to wlasnie nierównosc Cauchy'ego.

Zauwazmy, jeszcze, ze gdy którai z liczb Xl, Xz, .~ ., Xn jest zerem, to

nierównosc (2) zachodzi w oczywisty sposób.

Odnotujmy na koniec tej czesci artykulu, iz równosc w nierównosci Cauchy'ego

ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy Xl = X2 = ... = Xn·

Jesli Xl = Xz = ... = Xn, to istotnie srednie arytmetyczna i geometryczna

tych liczb sa równe. Zalózmy teraz, ze srednie arytmetyczna i geometryczna

Xl, Xz, ... , Xn sa równe, oraz ze, na przyklad, Xl =1= X2. Wówczas

(Xl - XZ)Z > O, czyli Xl + X2 > 2y'XIX2 •

g



nGi

G(Al. A2, ... , An) ,

Rozwiazanie zadania F 876.
Przyro8t ci~nienia hydro8tatycznego

wyno8i dp = P'1dr, gdzie '1 = Gmr'
je8t natezeniem pola grawitacyjnego

r

w odleglo~ci r, a m = f 4".pr'dr.
o

Zakladaja,c liniowa, zmiane gesto~cir
p = Pl - P, R' gdzie R oznacza
promien Ziemi, mamy

( r~ r' )m = 4". Pl:3 - P, 4R '

R

p=4".G !(Pl~-P<:) (Pl-P'~) dr
O

, (p? 7 p~)
=4".RG --P1P,-+-6 36 16

Z warunków zadania mamy:

1
Pl - P, = iPO .

Masa Ziemi jest r6wna

( R3 R3) 4 3
M=4". Pl--P'- = -".R Po,

3 4 3

ska,d otrzymujemy

4Pl - 3p, = 4po .

Rozwia,zuja,c r6wnani~ otrzymujemy
5

Pl = iPo, P, = 2po ,

uwzgledniaja,c za~, ze Po = 3M ,
4".R3

oraz ze przyspieszenie ziemskie jest

r6wne GM, otrzymujemy
R'

23 g'
p = --- = 330 GPa.

32". G

Bardziej realistyczne modele zakladaja,

ci~nienie 370 GPa, natomiast

gdyby~my zalozyli stala ge8tOol"CZiemi,
otrzymalib~rny

3 g'
p= -- = 172 GPa.

8". G

W konsekwencji otrzymujemy

Xl + X2 + ... + Xn > yXiX2 + yXiX2 + X3 + ... + Xn >
n n-

V( ~2 Xl + ... + Xn;::: yX1X2J X3"'Xn = y.'X1X2",Xn = ------,. n
a wiec sprzecznosc. Jesli wiec srednie te sa równe, to Xl = X2 = ... = Xn.

Otrzymalismy ostatecznie nastepujace

Twierdzenie. Jezeli n jest dowolna liczba naturalna, Xl, X2, ... , Xn - dowolnymi

liczbami nieujemnymi, to

_X_1_+_X_2_+_. ,_,_+_x_n> _"/ ._ V X1X2 ... Xn ,n

przy czym równosc ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy Xl = X2 = ... = Xn.

Wprowadzmy teraz oznaczenia

A( ) _ Xl + X2 + ... + XnX1,X2"",Xn - -------­
n

G(Xl. X2, ... , xn) = y.'X1X2 ... Xn .

Rozwazmy macierz prostokatna [aij]mxn liczb nieujemnych i obliczmy srednie

geometryczne liczb kazdego jej wiersza, oznaczajac je odpowiednió przez

Gl, G2, ... , Gm, oraz srednie arytmetyczne liczb kazdej kolumny tej macierzy,

oznaczajac je odpowiednio przez Al, A2, , An.

[au a12 a13 a1n] Gl

a21 a22 a23 a2n G2
· .· .· .

am1 am2 am3 ... amn Gm

Al A2 A3 ... An

Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace
Twierdzenie

(3)

Dowód.

a) Jezeli któras ze srednich Al. A2, ... , An bedzie zerem, na przyklad Al = O,

wówczas, oczywiscie, bedzie au = a21 = ... = am1 = O, G(A1, A2"'" An) =;: O,

Gl = G2 = ... = Gm = O, A(Gl. G2, ... , Gm) = O. Nierównosc jest wiec w tym

przypadku oczywista.

b) Niech wiec Ai > O, i = 1,2, ... , n. Wówczas z nierównosci Cauchy'ego, dla

kazdego i = 1,2, ... , m, mamy
n

"aij>~A--
j=l J

skad, po dodaniu tych nierównosci stronami, otrzymujemy, ze

mA1mA2 .. mAn n·m·A(G1,G2, ... ,Gm)

--+--+"'+-A > G( \'Al A2 n - Al, A2' ... , An

czyli, ze

Zauwazmy, ze nierównosc (3) staje sie równoscia wtedy i tylko wtedy, gdy

co najmniej jedna z kolumn jest zerowa lub gdy liczby we wszystkich wierszach

sa proporcjonalne.

Nierównosc (3) jest uogólnieniem nierównosci Cauchy'ego, choc nie tylko tej
nierównosci.
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1. Rozwazmy macierz kwadratowa. n x n postaci
~

al
a2as...an-lan

a2

asa4• o o
anal

as

a4aso o.ala2

an

ala2o ••
an-2an-l

gdzie ai ~ O,i = 1,2, ... , n.

Wówczas

Gl = G2 = ... = Gn = G(al' a2,: .. , an) oraz
Al = A2 = .o. = An = A(al' a2, ... , an), a nierównosc (3) przyjmuje postac
nierównosci Cauchy'ego

A(al' a2, .. o, an) ~ G(al' a2, .. o, an).

2. Jezeli bysmy, na przyklad,
rozwazyli macierz prostokatna
n. x 2 postaci takiej jak obok,

to nierównosc (3) przyjelaby
postac

[ aI bI]

a~ b~

a~ b~

. Iar + ... + a~ . ~r~ + b~ ~ lalbil + la2b21 + ... + lanbnl ,V n n n

z której bez trudu otrzymamy znana nierównosc Schwarza, tj. nierównosc

(ai + a~ + ... + a~)(bi + b~ + ... + b~) ~ (albl+ ... + anbn)2.

3. A teraz rozwazmy m ciagów liczb nieujemnych

4. Wezmy teraz pod uwage macierz

[ af

aP...
aP
11• o o

1

] ,

l

l

aP
aP•• o

aP

11•• o

1
2

2 2

aP

aPo. o

aP
11o ••

1
,n

n
n..~
"---v----"

a
p-a

Spójrzmy na macierz n x M postaci

[aH

au.. .aua21a2l.. .a2l
o ••

amlaml...

am']

al2

al2...al2a22a22.. .a22...am2am2.. .am2

aln

aln.. .alna2na2n.. .a2n
•• o

amnamno ••arn'}, ~
.
~ ,~

Al kolumn
A, kolumnAm kolumn

Widzimy, ze nierównosc (3) przyjmuje postac

au, aI2,···, aln; a21, a22,···, a2n; ... ; aml, C!;m2,... , amn

oraz liczby wymierne dodatnie al, a2,' o., am, których suma wynosi 1.
Sprowadzmy te liczby do wspólnego mianownika M:

Al A2 Am

a l = M·' a2 = M' ... , am = M'

gdzie Al, A2,"" Am sa liczbami naturalnymi oraz ich suma wynosi M.

gdzie ai ~ O, i = 1,2, . o o, n; a, {3E N i a ~ {3.

Wówczas, jezeli obie strony otrzymanej dla tej macierzy nierównosci (3)
podniesiemy do potegi a-l, to otrzymamy kolejna. znana nierównosc o srednich
potegowych, czyli nierównosc .

( af + ag : •. + a~r"(ap a~ : • + a~)"

a~t a~i o •• a~l + a~~a~~ ... a~2 + a~~a~~ .... a~';',~
~ (au + al2 + ... + aln)al . (a21 + a22 + o" + a2nt' . o.

o ••• (aml + am2 + . o. + amn)am ,

a wiec postac znanej nierównosci Holdera.

1 4 <? ?

'2" L fi 3
'3> ' "1

~ 5 '3 1 f

~ ,t':: Y2~
~':> ('? 3

j ~ 06 1-:

: ~-O-9~~\;A \1 I1 '"<] AU \'2'7 C/ .
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