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Lista uczestnikdw ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiarnan
zadani 261 (WT=2,33) i 262 (W T=3,006)
z numeru 5/1993

Lestaw Skrzypek - Rzeszdw 49,34
Plotr Kumor Olaztyn 2-47.51
Janunsz Olszewskl - Suwalki 1-45.63
Jerzy Janowicsz Boleslawiec 7-43,33
Krzysztof Zawistawski- Warszawa 1-42 .82
J&zef Siwy - baziska 1-42,42
Gérne
Leszek Gasidski - Stalowa Wola 41,46
Mirostaw Matlaga Skoczdw 38,76
Jan Ciach — Ostrowiec 3-37,72
Swiatokrzyski
Krzysztof Jedziniak - Katowice 2-34,66
Leszek Krzywonos - Ornatowice 32,51
Krystyna Witek OGetrfw Maz., 1-32,00
Marek Karad Tarndw 31,81
Eukasz Wiechecki — Legnica 31,48
Jan Kraszewski Legnica 30,77
Tomasz Kulpa - Katowice 29,64
Tadeunsz Jdzefcayk FPoznan 2-28.44
Krzysztof Zapisek - Warszawa 28,00
Ryszard Pagacs — Zawadzkie 2-27,16
Pawel Lizak Fulawy 26,53
Mikola] Rotkiewicz - Warszawa 1-25.42
Waldemar Pompe - Warszawa T4.22

Legenda (praykladowo): stan konta 7-43,33
oznacza, te uczestnik jui siedmiokrotnie
sdobyt 44 punkty, a w kolejnej (fsmej)
rundzie ma 43,33 punktdw,

Trzech uczestnikdw w tej wladnie rundzie
prrzekroczylo prég 44 punktiw:

L. Skrzypek — po raz pierwszy, J, Glszewski
— po raz drugi oraz P. Kumor ~ po raz
trzeci, zostajac treynastym Weteranem
matematycznego Klubu 44,

Zestawienie obejmuje wazystkich uczestnikdw
ligi, ktérzy spelniaja nastapujace dwa
warunki:

- stan fch konta (w aktualnie wykonywanej
rundzie) wynosl co najmniej 20 punktdiw:

- preysiall rozwiazanie co najmniej jednego
zadania z rocznika 1991, 1992 lub 19953

Nie drukujemy wiqc nazwisk tych
nczestnikdw, ktdrzy rozstali siq z liga trzy
lata temun (Inb dawniej); oczywidcie, jedfli
ktokolwiek = nich zdecyduje siq wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtdwek, jego
nazwisko antomatycznie wréci na listq.
Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44M (w kolejnodci
uzyskiwania statusn Weterana):

J. Janowicz (7), P. Kamifiski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4},

A. Pawlowskl (4), D. Sowizdrzal, T. Rawlik,
M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin, J. Ciach,

M. Prauza, P, Kumor

(jefll uczestnik przekroczyl bariera

44 punktéw wiace] nid trzy razy, sygnalizuje
to cyfra w nawiasie),

Fozostall czlonkowie Klubu 44M
(alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk
figurnjacych na lifcie powytej):
ndwukrotni®: &. Bartold, A. Czornik,

F. Gadzidski, P. Jadrzejewics, H. Kasprzak,
T. Komorowskl, H. Kornackl, Z. Koza,

D. Kurpiel, J. Malopolski, J. Miknuta,

E. Orzechowski, K. Pidro, 5. Solecki,

T. Wietecha, G. Zakrzewski;

wjednokrotni®: T. Biegafiski, W, Boratyfiski,

Czerniakowska, P. Pigurny, M. Piszer,
Galias, A. Gluza, T. Grzesiak,
Hrynlewleckl, K. Jachacy, M. Kasperski,
Krzysztofowice, P. Kubit, A. Langer,
Latala, J. Mafdziunk, M. Marczak,
Mazurek, H. Mikolajezak, M. Mikucki,
Milczarek, R. Mitraszewski, W. Olszewski,
M. Roman, A. Ruszel, A. Smolczyk,
Z. Surduka, T. Sgymczyk, W. Szymczyk,

P. Wach, A. Wyrwa,
M. Zajac, T. Taus.

“@mrANE

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs — lige
wadaniowa pod nazwa Klub 44,

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesigecrniku Delta, po cztery zadania w kaidym
numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, 2 dwumiesicczna przerwa (nr 6 i 7 kaidego roku).

8. Ucgestnikiem ligi mode byé kaidy.

4. Ucrestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadand konkursowyeh i praysylaniu
opracowanych rozwiazar do redakceji Delty. Uczestnikiem zostaje sie po prayslaniu rozwiszania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi moina wybrad¢ dowolnie. Nie ma koniecznodei rozwiazywania
radan 2 kaidego miesiaca. -

6. Rozwiazania zadand z numeru n nalezy nadsylaé do korca miesiaca n + 3 (dodawanie modulo
12; na przykiad termin nadsylania rozwiazan zadani z numeru 11}1993 uplywa 28 lutego 1994).
W numerze n + 4 podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kaidego zadania powinno byé pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwiazania zadani z matematyki i z fizyki naledy praysylaé w oddzielnych
kopertach, z dopiskiemn na kopercie: Klub 44 M lub XKlub 44 F.

B. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwiazania pisane przez réinych
uczestnik 6w nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kaidego zadania jest ocenione w skali od 0 do 1, z dokladnodcia do 0,1. Pray
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnogé merytoryczna i rachunkowa, lecw takie
pomystowodé metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otraymuje wspSlezynnik trudnodci ustalany po wystawienin ocen.
Wapdlezynnik ten jest liczba pomigdzy 1 a 4 oblicrana wedlug nastepujacej reguly: jedli N
oznacza liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie cho¢by jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S osnacza sume ocen uzyskanych przez
wazystkich uczestnikdéw za dane zadanie, wéwezas otrzymuje ono wapélezynnik trudnodei
WT = 4 — 35/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otreymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przer wspélezynnik trudnodei (& zaokragleniem
do dwdéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadard moina znalefé (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

# rozwiazaniami w réinych ksiaskach i czasopismach. Uczestnicy, ktéray w takich przypadkach
preyéla ramiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacs do literatury, otrzymaja ocene
maksymalna, pod warunkiem, #e w cytowanym #rddle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowdd, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadan; jedli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, naleiy podawaé érédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przyslala jui rozwiazanie jakiegod zadania — por. p. 4),

a dostarcrone zostalo wraz z rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylacrem do literatury), uczestnik otrzymuje ocene maksymalna,.

18. Punkty zdobyte przes kaidego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadan, obliczone
wedhig reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fiznyki.

Z chwilg osiagnigcia sumy 44 punktéw w jednej z tych dwéch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) moina w dalszym ciagu
braé udzial w konkursie ligowym. Nadwyika punktéw ponad wartodé 44 zostaje zalicrona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

16. Trzykrotne usyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

16. Aby uzyskaé informacje o swoich wynikach, naleiy przyslaé do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematykii dla fizyki), ofrankowans i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka 2 umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czefciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Croléwka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika mo#e by¢ wymienione w czoléwce z nie zmieniona suma punktéw co najwyiej
trezykrotnie; nastepny raz ukaie si¢ wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest oméwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrécie ciekawsze rozwiazania i uogélnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka (kilkadziesiat nazwisk).

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji i moinodé zmian
regulaminu.
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Zadania z matematyki nr 275, 276

275. Wysznaceyd wseystkie funkcje rézniczkowalne f: R — R
spelniajace warunki

f(f(f(:))) = f(::) >0 dla wszystkich z € R.

Rozwiazania zadati z matematyki z numeru 10/1993
Przypominamy tresé zadan:

267. Dowiedé, e jedli Qn = (a™ +b" 5 e™)/n,a+b+ec=0, to
Qs = Qa1Qs.
[n/2] i
- o
268. Udowodni¢, e 2 L . ) = Fu, gdsie Fo = Fy = 1,

=0

k
Fao4a =Fn+ Fpyydlan > 0.

267. Liceby a, b, ¢ s pierwiastkami réwnania z° + Az — B = 0,
gdzie A = be + ca + ab, B = abc. Jedli wiec u jest jedna z licgb
a, b, e, tou® =B — Au, a stad

(1) u"t3 = Bu" — Ay"t! dia n=071:2...:
Oznaczmy sume a™ + b"™ + ¢™ przez Ty,. Podstawiajac w (1)
kolejno u = a, u = b, u = ¢ i dodajac stronami dostajemy
gwigzki

(2] Tn+3 :BTﬂ - AT,—,+1 dla n:0,1,2,... g
Prey tym: Tp = 3, T} = 0 (z zalozenia);
stad 0 =T2 = (a+ b+ ¢c)2 = T2 + 24, czyli T; = —2A. Dalej
ze wzoru (2) (dlan=0in = 2):
Tg = BT[] - ATl = SB,
Ts = BT, - AT; = —2AB — 3AB = —-5AB.

Tak wiec Q2 = Tgfz =-A, Q3= TafS =B
Qs =Ts/5 = —AB = Q2Qs.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1994

276. Cieciwy AC i BD okregu o érodku O przecinajg sie

w punkcie P. Okregi opisane na tréjkatach PAB i PCD
preecinaja sie¢ w punktach P oraz Q. Zakladamy, ze O, P, Q

83 trzema régnymi punktami. Dowiedé, ze kat OQP jest prosty.

268. Oznaczmy podang sume przez S,. WykaZemy, ze S,
wyraza liczbe ciagéw zero-jedynkowych dlugodci n, koriczacych
sie jedynkg i nie zawierajacych dwéch zer pod rzad. Ciag
spelniajacy te warunki nazwijmy ,dobrym”.

Weimy pod uwage dowolny dobry ciag dlugodci n i preypudémy,
ze jest w nim dokladnie k zer. Po kaidym zerze musi wystapicé
jedynka; ciag jest wiec zbudowany = k blokéw 01 oraz jeszcze

g n — 2k jedynek. Mamy wigec n — k ,cegielek” dwdéch rodzajéw,
odpowiednio k oraz n — 2k kazdego rodzaju. Mozliwych
ustawieri mamy (";k) , bo na tyle sposobéw mozna wybraé k
miejsc, na ktérych kladziemy ,cegietki” pierwszego rodzaju.
Poniewag k mote przyjaé wartodci od 0 do [n/2], zatemn mamy
istotnie S, dobrych ciagéw dlugodci n.

Zauwazmy teraz, ze kaidy dobry cigg dlugodci n + 2 ma jedng
z nastepujacych dwéch postaci: albo na poczatku jedynka,

a po. niej dowolny dobry ciag dlugosci n + 1, albo na poczatku
zero, potem jedynka, a dalej dowolny dobry ciag dlugodci n.
Stad wynika rekurencja S, 42 = Sp + Sp41. Bezpodrednio
sprawdezamy, ge §; = 1, S; = 2 i wnosimy, ze S, = F,, dla

kagdego n.

Pora na doroczne oméwienie. Jak zwykle, uczestnicy ligi znajduja, dowody i wyprowadzenia ogélniejsze lub bardziej
pomystowe od naszych ,firmowych”. Oto ciekawsze rozwiazania zadaf oraz uogélnienia i komentarze (uczestnikéw ligi oraz
nasze). Gdy zadanie zostalo zrobione przez nie wiecej niz szeéé oséb, podajemy ich nazwiska.

Zadanie 244. [Dany punkt P; sup{ pole(AABC): |PA|+
|PB| + |PC| = 1} = 7] (wspdlczynnik trudnosci WT=2,78;
liceba poprawnych rozwigzan LPR < 7). Poprawne rozwiazania
preystali: J. Olszewski, M. Rotkiewics, T. Wietecha,
L. Skreypek, J. Ciach; a prey milczacym zalogeniu,
ze konfiguracja optymalna istnieje: M. Prauza, M. Zygmunt.
Metody rézne (trygonometria, rachunek wektorowy).
J. Olszewski rozwaga analogiczny problem dla n-kata wypuklego
AyAy ... A, (zamiast tréjkata): wystarczy ograniceyé uwage do
wielokatéw zawierajacych punkt P w swoim wnetrzu; oznaczajac
przez B, ..., B, takie punkty, by kaidy & czworokatéw
PA;B;A;, byl réwnoleglobokiem otrzymujemy 2n-kat
A;B1A3B4 ... A, By o ustalonym obwodzie. Korzystajac
& faktu (ktéry tei wymaga dowodu), ze pole tego 2n-kata jest
maksymalne, gdy jest on foremny, znajdujemy maksimum
pola n-kata A; A2 ... A, przy warunku |PA;| = 1, réwne
(1/4n)tg (x/2n).
Zadanie 245. [inf{ max |/PQR|:

P,Q,REH

H — siedmiopunktowy gbidr na plaszczyinie} =7] (WT=2,93;
LPR=4). Autorzy poprawnych rozwiazafi (nie rézniacych

si¢ istotnie od naszego): P. Gadsinski, J. Olssewski,

M. Rotkiewics, L. Skrzypek. Szukany kres dolny wynosi
120°; ciekawe, e ten sam wynik dostajemy rozwagajac ebiory
oémiopunktowe; na to swrécit uwage P. Gadgiriski.

Zadanie 247. [A,G, H - érednie (arytm., geom., harm.)
trzech liceb a,b,¢ > 0 => 342 + G? > 4G3H '] (WT=2,45;
LPR=10). Dowdd chyba najzgrabniejszy przedstawili
(niezaleénie) panowie J. Ciach i J. Olssewski: podstawiajac
a=z32 b=y32 ¢ =232 po prostych przeksztalceniach
otreymujemy do udowodnienia nieréwnodé U > W, gdeie
U=2z%+y>+2°+3zy2, W =2(zy)%2 + 2(y2)%/? + 2(22)%/2.
Niech V = zy(z + y) + yz(y + 2) + 2zz(z + z); oczywiscie,

V> W (boz+y > 2(zy)'/?). Zakladajac,tez>y > z

oraz dodajac stronami nieréwnodci z(z — z)(y — 2) 2 0
i(z-y)%(z+y— 2z) > 0 stwierdzamy, ze U > V; koniec
dowodu.
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Wezmocnienie tezy, bardzo pomyslowg metoda, podal
L. Skrzypek:

3A% 4+ ATGE > 4GP HL
Ta nieréwnoéé, po przeksztalceniach, preybiera postad

o (a+b+c)(u+ v+ wluvw < 9abe,
gdzie

u=vVb+vVe-va, v=vVe+va-vb w=+vVa+vVb-e
Mozna zaktadaé, e u,v,w > O (w przeciwnym razie uvw < 0

— przypadek trywialny). Istnieje wigc tréjkat o bokach dlugaosci
\/;, \/\‘;. ve. Dowodzona nieréwnoéé latwo sprowadgza sie

do nastepujacej: a + b+ ¢ < 9R? (gdzie R to promier kola
Opisanego} — ta zad jest znana, choé wcale nie prosta; dowdd

np. w ksigéce: S.I. Zetel, Geometria tréjkata, Warszawa 19643
8. 62-63.

Zadanie 249. [a; = 1/(z + 1),

an= (nf[n: + n)) ;';ll((z -0N/(z+ j)); z > 0 dane;
E:ll an =7] (WT=2,83; LPR=4). Dobre rozwiazania
(nie prostsze od naszego): P. Gadszinski, J. Olszewski,
M. Rotkiewics i (z drobng luka) T. Wietecha.

Zadanie 252. [Wy(z) =1, Wy (z) = W/ (z) — 2zW,(z)

= Wir41(0) =0, Wy (0) = [—1}"(21:]!,’(.%!)] (WT=2,88;
LPR=6). Rozwiazanie ,firmowe" opieralo si¢ na spostrzezeniu,
te wielomiany W, (z) pojawiajg sie prey obliczaniu pochodnych
kolejnych rzedéw funkcji exp(—:’}. Ta sama metoda zadanie
rozwiazali P. Gadsifiski i M. Rotkiewics. Dobre rozwigzania
przes wyprowadzenie wegoréw (jawnych lub rekurencyjnych)

nz wsgystkie wspdlcgynniki badanych wielomianéw przyslali:

L. Gasifiski, P. Lisak, A. Csornik oraz L. Skrsypek, ktéry
gwrdcil te2 uwage, £e zagadnienie jest opracowane w literaturze;
zachodzi bowiem réwnoéél’b’ﬂ(z} = (—1)"Hp(z), gdzie

Ha(s) = (22)" + 3 (-1)* T (2
k=1

to tew. wielomiany Hermite’a; informacje o nich mogna znalegé
w kagdym obsgerniejszym podreczniku analizy matematycznej.



Zadanie 255. [a,b,c,d, S - boki i pole czworokata

wpisanego w kolo o promieniu R oraz opisanego na kole

= S(a=1+4+b'+c ! +d1) < 252 + 4R25-1/7]
(WT=3,00; LPR=4). Wszystkie poprawne rozwiazania byly
zgrabniejsze od naszego. Ich autorzy: J. Ciach, W. Pompe,
J. Olszewski oraz A. Czornik. Trzej pierwsi dowodza,

Ze wyraZenie po prawej stronie mozna zastapié¢ przez mniejses
licebe 4\/§R; uzyskana w ten sposéb nieréwnoéé jest bardziej
naturalna i mocniejsza od tej, ktéra byla tredcia zadania. Oto
dowdd - tak, jak go przedstawit W. Pompe:

Niech |AD| =4, |CD| =b, |BC|=c¢, |AB| = d i niech E
bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem symetralnej
odcinka BD (rysunek). Ktérys z katéw CBE oraz CDE
jest nieostry; przyjmijmy, ze to kat CDE. Wdwczas
b+d = |DE|+ |DC| < 2¢/2 Rsin|/CDE]| (t¢ ostatnia
nieréwnosé wyprowadza si¢ nietrudno ze wzoru sinuséw).
A poniewag czworokat ABC D ma koto wpisane i kolo opisane,
zatem zachodzg zwigzki
at+e=b+d, 8 = vabed.

Stad wobec réwnosci sin |/CBE| = sin |£CDE|: ;i

S(a_l +5 147t 4 d_l) = S"‘l[bcd + acd + abd + abe) =

= 8 Y ac+bd)(b+ d) <

< S~ '(ac + bd) - 2v/2 Rsin | LCDE| =

= 7' - 4V2R((ac/2)sin |LCBE| + (bd/2)sin|LCDE|) =

=5"1-4v2R-((5/2) + (5/2)) = 4V2R.

Zadanie 257. [Cz.woroe'cian o danych diugodciach krawedzi
wpisany w sfere o drodku O i promieniu R; odlegloéé O od
érodka sfery przechodzacej przez srodki cigikodci dcian = 7|
(WT=2,66; LPR=5). Dobre rozwiazania, w wigkszodci

t3 sama metoda, co nasze (rachunek wektorowy lub wzér
cosinuséw): J. Ciach, T. Kulpa, J. Olszewski, W. Pompe,
L. Skrzypek. Pan Ciach rozwigzuje analogiczne zadanie

dla sympleksu n-wymiarowego; metoda identyczna, jak dla
cezworodcianu (przypadek n = 3); wynik:

(1/n) [[n +1)2R? — (suma kwadratéw dlugosci krawedzi}] B

Zadanie 260. [A,B,C, D,U - réine punkty na okregu —>
reuty punktu U na proste Simsona tego punktu wzgledem
tréjkatéw ABC, ABD, ACD, BCD s3 wspélliniowe]
(WT=3,07; LPR=6). No, tutaj uczestnicy ligi udzielili nam
prawdziwej lekcji, jak nalegy brad sig¢ za tego typu problemy
(kto ciekawy jak nse nalezy, niech spojrzy do numeru 8/1993 na
rozwiazanie ,firmowe”: dlugie rachunki na liczbach zespolonych;
na naszg obrone moge tylko to, e rachunki owe daja tez, niejako
#prey okagji”, dowdd istnienia prostej Simsona dla tréjkata).

Krétkie rozwiazanie geometryczne podali: P. Bechler,

T. Kulpa, W. Pompe, T. Wietecha, R. Wencel oraz
(bardziej okregnie, chod idea w istocie ta sama) L. Skrzypek.
Najzgrabniej przedstawil to rozwigzanie W. Pompe:

Niech B!, C'!, D' beda rzutami U na proste AB, AC, AD;
punkty te, wraz z punktem U, legzg na okregu o drednicy AU
(rysunek). Rzuty U na proste B'C', B'D', C'D' leig na

prostej Simsona punktu U wzgledem trdjkata B'C'D’ — g3

wigc wspélliniowe. A te trzy proste — to wladnie proste Simsona
punktu U wzgledem tréjkatéw ABC, ABD, ACD. Analogicznie
dowodzimy wspélliniowaodei reutéw punktu U na jego proste
Simsona wegledem tréjkatéw BAC, BAD, BCD; stad teza.

Autor rozwigzania koriczy je nastepujaca uwaga: Prosta,

o ktérej mowa w zadaniu, nosi nazwe prostej Simsona punktu U
wegledem czworokagta ABCD. Dalej, przez indukcje: jedli W
jest n-katem wpisanym w okrag, zad U jest pewnym punktem
tego okregu, i jedli wiadomo jug, co to prosta Simsona punktu U
wegledem dowolnego (n—1)-kata wpisanego w ten okrag,
wéwczas (dowodei sig, ge) rzuty punktu U na jego proste
Simsona wzgledem wszystkich (n—1)-katéw wyznaczonych przez
wierzchotki wielokata W leza na jednej prostej, ktéra nazywa sig
prostq Simsona punktu U wegledem n-kata W.

Start tego postepowania indukcyjnego — czyli istnienie prostych
Simsona dla tréjkatéw — zostal w tredci zadania podany

»do uwierzenia”, jako fakt znany. Dowdd (geometryczny): patrz
np. S. Straszewicz, Zbidr zadani z olimpiad matematycanych, tom I,
zad. 82.

Zadanie 261. [Réwnanie " + (z + 1)" = (:I: + 2}" w liczbach
naturalnych n, z| (WT=2,33; LPR=9). Autorzy poprawnych
rozwiazan albo rozumowali, jak w rozwigzaniu ,firmowym”,
albo — bardziej uciazliwie — przechodzili do metod analizy
matematycznej, albo — najmniej uciagliwie — odsylali do
literatury; okazalo si¢ bowiem, e réwnanie to mogna znale#é
w jednym gz popularnych zbioréw zadari.

Natomiast na 0 punktdw zostaly ocenione ,rozwigzania”
odwolujace sie do Wielkiego Twierdzenia Fermata. U schytku
lata '93 nie ma w literaturze matematycznej dowodu tego
twierdzenia! Praca A. Wilesa, ktdrej zaanonsowanie wywotalo
tak wielkie poruszenie w §wiecie matematycznym, jest na etapie
recenzji. Warto nadmienié, ze wynik tej pracy to czedciowe
potwierdzenie hipotezy matematyka japoriskiego o nazwisku
Taniyama, dotyczacej problematyki z zaawansowanej geometrii
algebraicznej. (W C?2 kaida krzywa eliptyczna nad Q jest modularna
— tak bremi owa hipoteza; zad Wiles w swej pracy prowadzi
dowdéd pod dodatkowym zalozeniem tzw. pdlstabilnodci;

samo wyjasnienie ugytych terminéw wymaga preygotowania
specjalistycznego.) Otés te zagadnienia s w opinii specjalistéw
niepordwnanie wagniejsze nig hipoteza Fermata, ktérej
prawdziwoéé istotnie daje sie wydedukowaé z prawdziwodci
hipotezy Taniyamy (péistabilnodé wystarcey).

Praca Wilesa (w wersji preprintowej) liczy kilkaset stron.
Podobng objetodé maja (lacenie) prace, ktérych wyniki sa

w niej wykorzystywane. Uczestnik naszej ligi, chcacy ta metoda
n2aliceyé” rozwigzanie omawianego prodciutkiego réwnania,
powinien, przede wsgystkim, upewnié sie, czy zasadnicey

wynik zostal opublikowany; a gdyby tak bylo, powinien jeszcze
(poza zacytowaniem wsgystkich érédel — por. Regulamin, p. 11)
wyjaénié, w jaki sposéb wynik Wilesa implikuje twierdzenie
Fermata...

Oto dlaczego , Fermatowskie rozwiggania” gostaly uznane za
gwykly bluff.

Zadanie 262. [Cey istnieje plaski gbiér wypukly, ktéry moina
podeieli¢ treema prostymi na siedem czeéci o réwnych polach?|
(WT=3,06; LPR=4). Nie istnieje. A dokladniej: jedli szedé
czedei preylegajacych do brzegu figury ma réwne pola, to pole
srodkowego tréjkata nie przekracza 1/8 pola calej figury. Dowdd
podaje np. B. Griinbaum w ksiaice Etiudy po kombinatornoj
geometrii 1 teorii wypukdych tiel, Moskwa 1971, s. 52. I do tego
wlaénie odsylacza sprowadzajg sie ceztery dobre rozwiazania

(A. Csornik, P. Kumor, L. Skrsypek, R. Wencel).

Nie da sig ukry¢, nie udala si¢ nam ta ostatnia przedwakacyjna seria: oba zadania (261, 262) znajduja si¢ w nietrudno
dostepnych ksigzkach; my zad nie zadaliémy sobie trudu, aby sie o tym zawczasu przekonaé. Za niefrasobliwoéé przepraszamy.
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Croléwka ligi
Klub

radaniowej
44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadaf 159 (WT=3,85) i 160 (WT=2,90)

Z numeru
Przemyslaw Gworys -
Tomasz Wietecha
Dzieriysiaw Lipniacki -
Andrzej Nowogrodzki -
Anna Gluza =
Andrzej Borowski

Dariusz Wilk -
Konrad Banaszek =
Jacek Plotrowski -
Roman Wencel =
Stawomir Oszwaldowski~-
Aleksander Surma =
Artur Polidski -
Fawel Perkowski

Adam Sikorski =
Stanistaw Swiatek
Artur Staples
Leszek Motyka =
Arkadiusz Kowalski =
Andrzej Rostworowskl

5/1993
Czestochowa 1-37,T2
Tarnéw 1-33,90
Lublin 3-29,11
Choclandéw 28,96
Torufd " 1-24,35
Aleksandrdw 1-33,81
Kujawski
Rzeszdw 18,75
Gdynia 13,70
Rzeszdw 12,08
Komprachcice 11,60
Grudziads 9,70
Myszkdw 2-9,50
Koszalin 5,14
Szczecin 2-7,09
Lublin 3-6,95
- Klodzke 6,50
~ Belchatéw 5,97
Krakéw 1-5 80
Lublin 5,63
Krakow 5,17

Lista obejmuje uczestnikédw, ktérzy
przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z rocznikdw 1991-1993, oraz
maja w bieiacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 5 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl

juz 44 punkty.

FPozostali czlonkowie Klubu 44F

(alfabetycznie; liczba

w nawiasach

oznacza wielokrotnodé przekroczenia 44

punktéw):

Piotr Bala (3),
Wiestaw Kacprzak (1)
Jerzy Lipkowski (2),
Boguslaw Mikielewicz
Roman Musial (1),
Tomasz Rawlik (1),
Robert Repucha (1},
Jacek Stelmach (1),
Leszek Szalast (1),
Piotr Wach (1).

W

e —

Y4

Rys. 2

(1),

s

Zadania z fizyki nr 173, 174
Redaguje Jerzy B. BROJAN

Termin nadsylania rozwiazail 31 V 1994

178. Porcje migsa o temperaturze +5°C wlozono do zamrazalnika, w ktérym
temperatura wynosi —18°C, a jednoczeénie taka sama porcje miesa

o temperaturze —18°C przelozono z zamrazalnika do komory lodéwki (gdzie )
temperatura wynosi +5°C). Niech ¢, oznacza czas, po ktérym pierwsza porcja
osiagnie temperature —15°C, a t; — czas, po ktérym druga porcja osiagnie
temperature +2°C. Ktéry z tych czaséw jest dluiszy i ile razy (czy tei sa one
jednakowe)? Wystarczy ocena przyblizona.

Wskazéwka: Migso sklada sig¢ gléwnie z wody. Niezbedne dane wzial z tablici

174. Planetoida o masie m = 50 ton znajduje si¢ w odleglodci r = 100 tys. km
od érodka Ziemi (rys. 1). Czy planetoida minie Ziemie, czy rozbije si¢ o jej
powierzchnie? Czy porusza si¢ po torze eliptycznym, parabolicznym czy
hiperbolicznym? Promiefi Ziemi jest réwny 6370 km.

Rozwiazania zadat z fizyki z numeru 10/1998
Przypominamy tredé zadaf:

166. Dzielnicowy méwil, pokazujac reka widoczne za ogrodzeniem budynki szklarni:

— Wlafciciel wszyatko ogrzewa elektrycznie, a rachunki placi niewielkie. Jak on to robi?

— A czy nie podlaczyl si¢ do wysokiego napiecia? — zapytal inspektor Wnikliwy wskazujac
przewody linii przesylowej biegnacej wzdluz drogi.

- Zastanawiam sie, czy to byloby moiliwe — powiedzial przygladajac sie czemud uwasgnie.
Cremu prazygladal sie inspektor Wnikliwy i do jakich doszedl wnioskéw?

166. W chwili poczatkowej jednorodny pret o dlugodei I mial kierunek osi z, pray czym
jeden jego koniec poruszal sie wzdhii tej osi w przéd & predkodcia vy, a skladowa y predkodci
drugiego korica byla réwna vy (rys. 2). W tym momencie przedni koniec preta weunal sig do
wnetrza pierdcienia, ktéry moze sie swobodnie obraca¢ w ustalonym miejscu. Jaki warunek
musza spelnia¢ podane wielkodci, aby pret przelecial przez pierdciefi na druga strone?

165. Inspektor przygladal sie ogrodzeniu. Druty ogrodzenia moglyby tworzyé
uzwojenie wtorne ,transformatora” kradnacego energig & linii przesylowej. Sprébujmy
orientacyjnie oceni¢ napiecie ugyskiwane z jednego zwoju. Preyjmijmy, e gérny
drut biegnie w odleglodci 3 m, a dolny w odleglodci 5 m od przewodu, w ktérym
plynie prad 100 A. $rednia wartodé indukcji magnetycznej w zwoju wynosi wiec
I _+ N 100 A
= 2107t ——x
r A2 4m
réwna 100 m mamy strumieri & = 5-10~° T . 100 m- 2 m = 1072 Wb (dciéle rzece biorac
nalezaloby obliczy¢ ten strumieri jako calke, ale do naszych celéw podstawienie dredniego
pola jest zupelnie wystarczajace). Jedli czestotliwodé drgani wynosi 50 He, a podana wartodé
natezenia 100 A jest wartodcia skuteczna, to otreymujemy skuteczng wartodé napiecia
U=2x-508"1.10"2 Wb &~ 0,3 V. Nie jest to zbyt wiele; co prawda zwiekszajac liczbe
zwojéw mozna by w zasadzie zwiekszyé uzyskiwane napiecie, ale watpliwe jest, czy opér
takiego uzwojenia bylby dostatecznie maly, aby czerpana moc wystarceala do zasilania
chocby jednej saréwki (nie méwiac jui o ogrzewaniu szklarni). Kradzieg energii nie mogla
nastepowad tg droga.

=5-10"% T, a podstawiajac dlugodé ogrodzenia

166. Oznaczmy odleglodé srodka preta od pierdcienia przee d, szybkoéé zmiany d (czyli
predkosé przesuwu) przez v, a predkodé katows preez w. Tak wigc skladowa predkodci érodka
preta wezdlug niego wynosi v, a w poprzek — wd. Przy podanych galogeniach zachowane a3
dwie wielkodci: energia kinetyczna preta oraz moment pedu preta wegledem pierdcienia.
Kaida 2 nich jest suma dwéch wyrazeri odnoszacych sie do ruchu postepowego drodka

masy i do ruchu obrotowego wegledem drodka masy. Koreystajac ze wzoru na moment

bezwladnodci preta wegledem érodka masy I = il—z-ml 2 mamy réwnania
m m 1 m 1 2 I 1 m 1
g v g i rgleta, ("er () ) + gty = 3 (s1+343).

1 i m (%)3) (va/l) = %mlu:.

Tw + md?w

(2)

12

(

W miarg tego, jak pret wsuwa sig¢ do pierdcienia (d maleje), rodnie — jak wynika = (2)

— predkodé katowa, osiagajac dla d = 0 maksymalng wartodé wmaez = 4v2/l. Z réwnania (1)
widzimy, ze predkodé przesuwu v wtedy maleje. Odpowiedé na postawione pytanie zalegy
od tego, czy v osiaga wartosé O (pret przestaje sie wsuwac), czy te nie. Podstawienie

W = Wmaz 1 d = 0 do (1) prowadzi po przeksztalceniach do wyniku u:“-n = v} — v}, zatem
pret przeleci przez pierdcienl wtedy, gdy v1 > va.
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Zainteresowanie Csytelnikéw liga fisyczna wyrafnie ,faluje®. Prsyslano stosunkowo
dugo roswiasaf sada 165 i 157 (obwody elekiryczne) oraz do sadania 149 (drabinka
na Ksieiyc). Mniej standardowe sadania (np. wymagajace sastosowania praybliieri)
83 cz¢sto pomijane, tak wiec nikt nie tknal sadaf 145 (calkowite wewnetrzne

odbicie diwieku), 148 (kraienie wody w naczyniu) i 168 (przyporzadkowanie
obraséw dyfrakcyjnych otworom). Bardzo malym powodzeniem cieszyly sie te:
sadania 141 (pole }adunkéw dodatnich i ujemnych na prsemian), 143 (wyplyw

wody £ dwéch frédel), 147 (zderzenia lekkiej kulki) i 168 (wiotki przewéd w polu
magnetycznym). Nie moge swlaszcza przeboleé zignorowania przes Czytelnikéw
oryginalnego zadania 1563. Zapewne niektérzy s Was zrezygnowali z przystania listéw
nie mogac przedstawié rozwiazania kompletnego, opartego na écistym rozumowaniu.
Zadanie fizyczne réini sie jednak od matematycznego — w razie koniecznodci moina
si¢ tu kierowaé przyblizeniami, analogiami i rozswaianiami jakodciowymi, i nawet jegli
istnieje rozwiazanie dokladniejsze, to taka niepelna analiza problemu moze zostaé
oceniona dodé wysoko. Apeluje wigc o préby rozwiazywania zadaf nietypowych, ktére
bynajmniej nie musza byé w istocie trudniejsze.

Przejdimy teraz do szczegblowego oméwienia niektérych zadan.

Zadanie 157 [40 jednakowych opornikéw] (WT = 1,90; LPR = §). Rozwigzaniem

prostszym i bardziej eleganckim od podanego w Delcie bylo wyszukanie w obwodzie punktéw

o jednakowym potencjale, tak £e po ich gwarciu mogna zastosowaé wrory na laczenie szeregowe
i réwnolegle opornikéw. W ten sposéb postapili J. Nesdropa i R. Wencel. Ciekawy byt
réwnieg sposéb usyty przez P. Gworysa, polegajacy na ,sprytnym” podgziale ukladu na
cztery czedci, oraz A. Borowskiego, ktéry zamiast II prawa Kirchhoffa wykorzystal warunek
minimum mocy cieplnej wydzielonej w ukladzie (co jednak bylo bardziej pracochlonne). Pigte
bezbl¢dne rozwiazanie nadesial A. Surma.

Zadanie 159 [wahadlo na wciaganej nici] (WT = 3,85; LPR = 0). Bardzo slabe rezultaty,
wynikajace z preyjecia blednego warunku stalodci energii wahadla. Powolywanie si¢ na zasade
zachowania energii nie ma sensu, jedli wcigganie nici moge te energie gmienié!

Rozwiazanie podane w Delcie 9/1993 zawiera blad w gnaku pracy, gdyé prey wciaganiu dl jest
ujemne. Prawidlowy weér koricowy ma postaé

ar = ao(lo/l)*/*
(wykladnik 3/4 zamiast 1/4).
Zadanie 160 [lodéwka spalajaca rope] (WT = 2,90; LPR = 2). Rozwiagania P. Gworysa

i A. Borowskliego s nie tylko prawidlowe, ale nawet staranniejsze niz podane w Delcie, gdys
uwezgledniono w nich emieniajacy si¢ sprawnoéé procesu ozigbiania wody.

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 693. Wykazal, ze dla zadnego n > 1 suma czedciowa S, szeregu harmonicznego

1 1
Spn=14+=-+...+=
2 e
nie jest liczba naturalna.

Rozwigzanie na str. 9

M 694. Na sferze danych jest 100 réinych okregéw wielkich (to znaczy lezacych

w plaszczyinie przechodzacej przez érodek sfery), tak Ze przecinaja sie one w 9900
punktach. W jaki sposéb rozmiedcié w punktach przeciecia okregéw liczby
1,2,3...,9900, by dla kazdego okregu suma polozonych na nim liczb byla taka sama?
Rozwiazanie na str. 5

M 695. W urnie jest pieé kul bialych, szedé czarnych i siedem czerwonych.
Wyciagamy po kolei wszystkie kule z urny (w losowy sposéb). Jakie jest
prawdopodobiefistwo wyciagniecia pierwszej kuli czerwonej wczedniej niz pierwszej kuli
bialej?

Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Jarostaw KULPA

F 375. Oszacowal ciénienie, jakie panuje we wnetrzu Ziemi. Zalozyé, Ze gestodé Ziemi
roénie liniowo w kierunku érodka i Ze na powierzchni gestodé jest dwukrotnie mniejsza
od gredniej gestoéci Ziemi.

Poréwnad uzyskane wartodci cidnienia z prostym modelem, w ktérym zaklada sie stala,
gestodé Ziemi.

Rozwiazanie na str. 10

F 376. Oszacowad maksymalne odchylenie wiazki elektronowej na obrazie telewizora
spowodowane ziemskim polem magnetycznym o indukeji B =5-107° T. Wiadomo,
ze elektrony sa przyspieszane réznica potencjaléw U = 20 000 V, a droga swobodna
elektronéw wynosi okolo 20 cm.

Rozwiazanie na str. 8
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