
Regulamin

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty!=44

Klub 44

Lista uczcstnik6w ligi l.adaniowcj
Klub 44 M

Legenda (przykladowo): stan konta. 7-43,33

oznacza, ze uczestnik juz siedmiokrotnie

zdobyl 440 punkty, a w kolejnej (6smej)
rundzie ma 43,33 punkt6w.

Trzech ).lczestnik6w w tlO'j wladnie rundzie

przekroczylo próg 4040 punktów:
L, Skrzypek - po raz pierwszy, J. Olszewski

- po raz drugi oraz P. Kumor - po raz
trzeci, zostaja.,.c trzynastym Weteranem

ma.tematycznego Klu bu .••.••.

Zestawienie obejmuje wszystkich uczestnik6w
ligi, którzy spelniaja, nastqpuja.ce dwa.
warunki:

- stan ich konta (w aktualnie wykonywanej
rundzie) wynosi co na.jmniej 20 punktów;

- pnysla.1i rozwia,za.nie co najmniej jednego
zadania. z rocznika 1991, 1992 lub 1993.

4. Ucze'~tnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opra.cowanych rozwiazan do redakcji Delty. U czestnikieIn zostaje sie po przyslaniu rozwiazania
co najmniej jednego zadania.

6. Moment przystapienia do ligi mozna wybrac dowolnie. Nie ma koniecznosci roz.wiazywania
zadan z kazdego rniesiaca.

6. Rozwi;-"\zania z.adan z nUlneru n nalezy nadsylac do konca miesiaca n + 3 (dodawanie modulo
12; na przyklad t.ermin nadsylania rozw;'\l.an zadan z numeru 11/1993 uplywa 28 lutego 1994).
W nUInerze n + 4 podane sa szkicowe rozwiazania.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno byc pisane na oddzielnyrn arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci - roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy pnysylac w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs - lige
zadaniowa pod nazwa Klub 44.

8. Prace powinny byc samodzielne. Jednobrl,nliace rozwiazania pisane przez r6znych
uczest.ników nie beda brane pod uwage.

9. ROl,wiazanie kazdego zadania jest ocenione w skali od O do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosc merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
potIlyslowosc nIetody i elegancja rozwh\l.ania. '

10. Kazde zadanie otrzymuje wspólczynnik trudno/ici ustalany po wystawieniu ocen.
Wspólczynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N

oznacza liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a 8 oznacza sume ocen uzyskallych przez
wszystkich uczestnik6w za dane zadanie, w6wczas otnymuje ono wsp6lczynnik trudnosci
WT = 4 - 38/N. Za nadeslalle rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punkt.ów r6wna iloczynowi uzyskanej oceny przez wsp6lo,ynnik trudIlosci (l, zaokragleniem
do dw6ch miejsc po przecinku).

11. Niekt6re z zadan mozna znalezc (w brzmieniu ident.ycznym lub bardzo zblizonym) wraz
z rozwiazanianli w r6znych ksiazkach i czasopisIuach. Uczestnicy, kt6rzy vi takich prz.ypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literaturYl otrzYlnaj a ocene
nlaksynlalna, pod warunkienl, :i:.ew cytowanym zródle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dow6d, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszac propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
aut.orstwa, nalezy podawac zr6dlo. Gdy zadanie wykorzyst.ane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, kt6ra przysIala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4),
a dostarczone zostalo wraz 1. rozwiazaniem (chocby szkicowym, ale poprawnyrn, ewentualnie
odsylac7eIn do literatury), uczestnik otrzymuje ocene nlaksyrrlalna.

18. Punkty zdobyte przez kazdego uo,estnika za rozwiazania poszczególnych zadali, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane - oddzielnie dla matematyki i dla fil,yki.
Z chwila osiagniecia sumy 44 punktów w jednej z tych dw6ch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44.

14. Po zgromadzeniu 44 punktów (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
brac udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktów ponad wartosc 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w tuiesiec?niku Delta, po c?,tery zadania w kazdy tU

numerze: dwa z matematyki i dwa z fizyki, z dWllrniesieczna przerwa (nr 6 i 7 kazdego roku).

8. Uczest.nikiem ligi moze byc kazdy.
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- 'l'arn6w
- Legnica.

- Legnica.
- Ka.towice

-- Pozna.n
War3z","wa.

- Za.wa.dzkie

.- Pula.wy
- Wa.rsza.wa.

- Wa.rszawa

po uwzglednieniu ocen rozwia7.311
zadan 261 (WT=2,33) i 262 (WT=3,06)

z numeru 5/1993
Lesla.w Skrzypek -- R~esz6w

Piotr Kumor - Olsztyn
Ja.nugz Olszewski - Suwa.~ki

Jerzy Janowicz - Bolesl'l.wie,
Krzysztof Za.wisla.wski ~ Wa.rs'l.a.wa

Józef Siwy -. La.ziska.
Górne
.- Sta.lowa. Wola.

- Skoczów
- Ostrowiec
Swiatokrzyski
- Ka.towice
- Orna.towice

- Ostrów Ma.?.

Leszek GasiJ'l:ski

Mirosla.w Ma.tIElga.
J a.n Cia.ch

Krzysztof Jedziniak

Leszek KrzywonolI

Krystyna. Witek
Ma.rek Ka.ra.!
Luka.sz Wiechecki
Ja.n Kra.szewski

Toma.sz Kulpa.
Ta.deusz J6zefczyk
Krzysztof Za.pisek

Rysza.rd Paga.cz
Pa.wel Liza.k

Mikola.j Rotkiewicz

Wa.ldema.r Pomp e

Nie drukujemy wi~c nazwisk tych

uczestnik6w, kt6rzy rozstali si •.• z liga" trzy
lata temu (lub dawniej); oczywi!fcie, je:fli

ktokolwiek z nich zdecyduje si •.•wrócic' do
naszych matematycznych lamigl6wek, jego
nazwisko automatycznie wróci na list •.•.

Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu .•..••M (w kolejno1ci

uzyskiwania statusu Weterana.):
J. Ja.nowicz (7), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),
A. Pawlowski (40), D. Sowizdrzal, T. Rawlik,
M. Mazur, A. Bonk, K. Serbin, J. Ciach,

M. Prauza, P. Kumor
(jedli uczestnik przekroczyl bariera

4040 punktów wiecej niz trzy razy, sygnalizuj(>

to cyfra w na.wiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu .•..•.M

(a.lfabetycznie; nie powtarzamy na.zwisk

figurujarcych na Iiicie powyzej):
"dwukrotni": Z. Bartoid, A. Czornik,

P. Gadzif.ski, P. Jadrzejewicz, H. Kallprzak,

T. Komorowski, H. Kornacki, Z. Koza,
O. Kurpiel, J. Malopolski, J. Mik'lta.,

E. Orzechowski, K. Pióro, S. Solecki,
T. Wieteeha, G. Zakrzewski;

"jednokrotni": T. Bieganski, W. Boratynaki,

M. Czerniakowska, P. Plgurny, M. Piszer,
Z. Galia., A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewleckl, K. Jaehaey, M. Kaaperski,

A. Krzysztofowiez, P. Kubit, A. Langer,
R. Latala, J. Ma:ndziulc, M. Ma.rczak,
R. Mazurek, H. Mikolajczak, M. Mikucki,

J. Milczarek, R. Mitraszewlki, W. Olszewlki,
M. Roman, A. RUlzel, A. Smolczyk,

Z. Surduka, T. Szymczyk, W. Szymczyk,

IK. Tra.utman I, P. Wa.ch, A. Wyrwa,
M. Za.ja.cc, Z. Za.us.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44.

16, Aby uzyskac informacje o swoich wynikach, nalei,y przysIac do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszczonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolówka listy ligowej jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze byc wymienione w czol6wce z nie zmieniona suma punktów co najwyzej
trzykrotnie; nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w g6re.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest om6wienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skr6cie ciekawsze rozwiazania i uog6lnienia oraz oglaszana jest obszerna
czol6wka (kilkadziesiat nazwisk).

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaj a sobie wylaczne prawo interpretacji i mozno~c zmian
regulaminu.
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Zadania z matematyki nr 215, 216 Redaguje Marcin E. KUCZMA Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1994

215. Wyznaczyc wszystkie funkcje rózniczkowalne J: R ---+ R
spelniaj ace warunki

J(J(J(x))) = J(x) ~ ° dla wszystkich x E R.

216. Cieciwy AC i BD okregu o srodku O przecinaja sie
w punkcie P. Okregi opisane na trójkatach PAB i PCD
przecinaja sie w punktach P oraz Q. Zakladamy, ze O, P, Q
sa trzema róznymi punktami. Dowiesc, ze kat OQP jest prosty.

268. Oznaczmy podana sume przez Sn. Wykazemy, ze Sn

wyraza liczbe ciagów zero-jedynkowych dlugosci n, konczacych
sie jedynka i nie zawierajacych dwóch zer pod rzad. Ciag
spelniajacy te warunki nazwijmy "dobrym".

Wezmy pod uwage dowolny dobry ciag dlugosci n i przypuscmy,

ze jest w nim dokladnie k zer. Po kazdym zerze musi wystapic
jedynka; ciag jest wiec zbudowany z k bloków 01 oraz jeszcze
z n - 2k jedynek. Mamy wiec n - k "cegielek" dwóch rodzajów,
odpowiednio k oraz n - 2k kazdego rodzaju. Mozliwych

ustawien mamy (nik), bo na tyle sposobów mozna wybrac k

miejsc, na których kladziemy "cegielki" pierwszego rodzaju.

Poniewaz k moze przyjac wartosci od O do [n/2], zatem mamy
istotnie Sn dobrych ciagów dlugosci n.

[nt')

268. Udowodnic, ze L (n ~ k) = F", gdzie Fo = Fl = l,
k=O

Fn+' = Fn + F,,+l dla n ~ O.

261. Liczby a, b, c sa pierwiastkami równania x3 + Ax - B = 0,
gdzie A = be + ca + ab, B = abc. Jesli wiec u jest jedna z liczb
a, b, c, to u3 = B - Au, a stad

(1) un+3 = Bun - Aun+l dla n = 0,1,2, ....

Oznaczmy sume an + bn + en przez Tn. Podstawiajac w (1)
kolejno u = a, u = b, u = c i dodajac stronami dostajemy
zwiazki

(2) Tn+3 = BTn - ATn+l dla n = 0,1,2, ....

Przy tym: To = 3, Tl = ° (z zalozenia);
stad ° = Tf = (a+ b + c)2 = T2 + 2A, czyli T2 = -2A. Dalej
ze wzoru (2) (dla n = O i n = 2):

T3 = BTo - ATl = 3B,

Ts = BT2 - AT3 = -2AB - 3AB = -5AB.

Tak wiec Q2 = T2/2 = -A, Q3 = T3/3 = B,
Qs = Ts/5 = -AB = Q2Q3.

Zauwazmy teraz, ze kazdy dobry ciag dlugosci n + 2 ma jedna
z nastepujacych dwóch postaci: albo na poczatku jedynka,

a p9:niej dowolny dobrY ciag dlugosci n + 1, albo na poczatku
z~ro, potem jedynka, a dalej dowolny dobry ciag dlugosci n.

·Stad wynika rekurencja Sn+2 = Sn + Sn+l. Bezposrednio
sprawdzamy, ze SI = 1, S2 = 2 i wnosimy, ze Sn = Fn dla
kazdego n.

\

Pora na doroczne omówienie. Jak zwykle, uczestnicy ligi znajduja dowody i wyprowadzenia ogólniejsze lub bardziej
pomyslowe od naszych "firmowych". Oto ciekawsze rozwiazania zadan oraz uogólnienia i komentarze (uczestników ligi oraz
nasze). Gdy zadanie zostalo zrobione przez nie wiecej niz szesc osób, podajemy ich nazwiska.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1993
Przypominamy tresc zadan:

267. Dowiesc, ze ie~li Qn = (an + bn ~ cn)/n, a + b + c = O, to
Q5 = Q,Q3.

(a + b + c)(u + u + w)uuw ~ 9abc,

Zadanie 244. [Dany punkt P; sup{ pole(~ABC): IP Al +
IPBI+ IPCI = l} =?] (wspólczynnik trudnosci WT=2,78;

liczba poprawnych rozwiazan LPR ~ 7). Poprawne rozwiazania
przyslali: J. Olszewski, M. Rotkiewicz, T. Wietecha,
L. Skrzypek, J. Ciach; a przy milczacym zalozeniu,
ze konfiguracja optymalna istnieje: M. Prauza, M. Zygmunt.
Metody rózne (trygonometria, rachunek wektorowy).
J. Olszewski rozwaza analogiczny problem dla n-kata wypuklego
AlA2 ... An (zamiast trójkata): wystarczy ograniczyc uwage do
wielokatów zawierajacych punkt P w swoim wnetrzu; oznaczajac
przez B l, ... , Bn takie punkty, by kazdy z czworokatów
P A,B,A'+l byl równoleglobokiem otrzymujemy 2n-kat
AlBlA2B2 ... AnBn o ustalonym obwodzie. Korzystajac
z faktu (który tez wymaga dowodu), ze pole tego 2n-kata jest

maksymalne, gdy jest on foremny, znajd~emy maksimumpola n-kata AlA2 ... An przy warunku 2...IP Ad = 1, równe
(1/4n) tg (1l'/2n).

Zadanie 245. [inf{ max ILPQRI:
P,Q,REH

H - siedmiopunktowy zbiór na plaszczyznie} =?] (WT=2,93;

LP R=4). Autorzy poprawnych rozwiazan (nie rózniacych
sie istotnie od naszego): P. Gadzinski, J. Olszewski,
M. Rotkiewlcz, L. Skrzypek. Szukany kres dolny wynosi
120°; ciekawe, ze ten sam wynik dostajemy rozwazajac zbiory
osmiopunktowe; na to zwrócil uwage P. Gadzinski.

Zadanie 241. [A,G,H - srednie (arytm., geom., harm.)
trzech liczb a, b,c > O ==> 3A2 + G2 ~ 4G3 H-l] (WT=2,45;

LPR=lO). Dowód chyba najzgrabniejszy przedstawili
(niezaleznie) panowie J. Ciach i J. Olsllewski: podstawiajac
a = x3/2, b = ,;3/2, C = z3/2, po prostych przeksztalceniach
otrzymujemy do udowodnienia nierównosc U ~ W, gdzie

U = x3 + ,;3 + z3 + 3XIIZ, W = 2(XII)3/2 + 2(IIZ)3/2 + 2(zx)3/2.

Niech V = XII(X + II) + IIZ(II+ z) + zx(z + x); oczywiscie,
V ~ W (bo x + II ~ 2(XII)1/2). Zakladajac, ze z ~ II ~ z
oraz dodajac stronami nierównosci z(z - Z)(II - z) ~ O

i (x - 1I)2(z + 11- z) ~ ° stwierdzamy, ze U ~ V; koniec
dowodu.

Wzmocnienie tezy, bardzo pomyslowa metoda, podal
L. Skrzypek:

3A2 + A-lG3 ~ 4G3H-1

Ta nierównosc, po przeksztalceniach, przybiera postac

gdzie

u = fb + ~ -~, u = ~ + ~ - ../b, w = ~ + ../b - ~.
Moina zakladac, ze u, u, w > O (w przeciwnym razie uuw ~ °
- przypadek trywialny). Istnieje wiec trójkat o bokach dlugQsci
~, ../b, ~. Dowodzona nierównosc latwo sprowadza sie
do nastepujacej: a + b + c ~ 9R2 (gdzie R to promien kola
opisanego) - ta zas jest znana, choc wcale nie prosta; do.wód
np. w ksiazce: S.I. Zetel, Geometria tr6jkata, Warszawa 1964)'
s. 62--63.

Zadanie 249. [al = l/(z + 1),

an = (n/(z + n)) n;,:: ((z - j)/(z + i)); z > O dane;

2:::'=1 an =? I (WT=2,83; LP R=4). Dobre rozwiazania
(nie prostsze od naszego): P. Gadllinski, J. Olsllewski,
M. RotkiewiCll i (z drobna luka) T. Wietecha.

Zadanie 252. [Wo(z) = 1, Wn+l(z) = W~(z) - 2zWn(z)
=- W2k+l(0) = O, W2k(0) = (-1)k(2k)!/(k!)] (WT=2,88;
LPR=6). Rozwiazanie "firmowe" opieralo sie na spostrzezeniu,
ze wielomiany Wn(z) pojawiaja sie przy obliczaniu pochodnych
kolejnych nedów funkcji exp( -z2). Ta sama metoda zadanie
rozwiazali P. Gadllinski i M. Rotkiewicll. Dobre rozwiazania
przez wyprowadrenie wzorów (jawnych lub rekurencyjnych)
m. wszystkie wspólczynniki badanych wielomianów przyslali:
L. Gallinski, P. Li.ak, A. C.ornik oraz L. Skrzypek, który
zwrócil tez uwage, ze zagadnienie jest opracowane w literaturze;

zachodzi bowiem równosc(!r~(z) = (-l)n Hn(z), gdzie

Hn(z) = (2z)n + "(_l)k n! (2z)n-2k~ (n - 2k)!k!k=l

to tzw. wielomianIl Hermite'a; informacje o nich mozna znalezc
w kaidym obszerniejszym podreczniku analizy matematycznej.
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Zadanie 255. [a,b, c, d, S - boki i pole czworokata
wpisanego w kolo o promieniu R oraz opisanego na kole

=> S(a-I+b-I+c-I+d-I) ::;2SI/2+4R2S-I/2]

(WT=3,OO; LP R=4). Wszystkie poprawne rozwiazania byly
zgrabniejsze od naszego. Ich autorzy: J. Ciach, W. Pompe,
J. Olszewski oraz A. Czornik. Trzej pierwsi dowodza,
ze wyrazenie po prawej stronie mozna zastapic przez mniejsza
liczbe 4V2 R; uzyskana w ten sposób nierównosc jest bardziej
naturalna i mocniejsza od tej, która byla trescia zadania. Oto
dowód - tak, jak go przedstawil W. Pompe:

Niech IADI = a, ICDI = b, IBCI = c, IABI = d i niech E
bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem symetralnej
odcinka BD (rysunek). Którys z katów CBE oraz CDE
jest nieostry ; przyjmijmy, ze to kat C D E. Wówczas
b + d = IDEI + IDCI ::; 2V2 R sin ILCDEI (te ostatnia
nierównosc wyprowadza sie nietrudno ze wzoru sinusów).
A poniewaz czworokat ABCD ma kolo wpisane i kolo opisane,
zatem zachodza zwiazki

a + c = b + d, S = Vabcd.

Stad wobec równosci sin ILCBEj = sin ILCDEI:

S (a -I + b-I + c-I + d-I) = S -I (bcd + acd + abd + abc) =

= S-I(ac + bd)(b + d) ::;

::; S-I(ac + bd)· 2V2Rsin ILCDEI =

= S-I. 4V2R( (ac/2) sin ILCBEI + (bd/2) sin !LCDEI)

= S-I. 4V2R . ((S/2) + (S/2)) = 4V2 R.

s

Zadanie 257. [Czworoscian o danych dlugosciach krawedzi
wpisany w sfere o srodku O i promieniu R; odleglosc O od
srodka sfery przechodzacej przez srodki ciezkosci scian =?]
(WT=2,66; LPR=5). Dobre rozwiazania, w wiekszosci
ta sama metoda, co nasze (rachunek wektorowy lub wzór
cosinusów): J. Ciach, T. Kulpa, J. Olszewski, W. Pompe,
L. Skrzypek. Pan Ciach rozwiazuje analogiczne zadanie
dla sympleksu n-wymiarowego; metoda identyczna, jak dla
czworoscianu (przypadek n = 3); wynik:

(l/n) [(n + 1)2R2 - (suma kwadratów dlugosci krawedzi)] 1/2.

Zadanie 260. [A, B, C, D, U - rózne punkty na okregu =>
rzuty punktu U na proste Simsona tego punktu wzgledem
trójkatów ABC, ABD, ACD, BCD sa wspólliniowe]
(WT=3,07; LPR=6). No, tutaj uczestnicy ligi udzielili nam
prawdziwej lekcji, jak nalezy brac sie za tego typu problemy
(kto ciekawy jak nie naJezy, niech spojrzy do numeru 8/1993 na
rozwiazanie "firmowe": dlugie rachunki na liczbach zespolonych;
na nasza obrone moze tylko to, ze rachunki owe daja tez, niejako
"przy okazji" , dowód istnienia prostej Simsona dla trójkata).

Krótkie rozwiazanie geometryczne podali: P. Bechler,
T. Kulpa, W. Pompe, T. Wietecha, R. Wencel oraz
(bardziej okreznie, choc idea w istocie ta sama) L. Skrzypek.
Najzgrabniej przedstawil to rozwiazanie W. Pompe:

Niech B', C', D' beda rzutami U na proste AB, AC, AD;

punkty te, wraz z punktem U, leza na okregu o srednicy AU

(rysunek). Rzuty U na proste B'C', B'D', C'D' leza na
prostej Simsona punktu U wzgledem trójkata B'C' D' - sa
wiec wspólliniowe. A te trzy proste - to wlasnie proste Simsona
punktu U wzgledem trójkatów ABC, ABD, ACD. Analogicznie
dowodzimy wspólliniowosci rzutów punktu U na jego proste
Simsona wzgledem trójkatów BAC, BAD, BCD; stad teza.

Autor rozwiazania konczy je nastepujaca uwaga: Prosta,
o której mowa w zadaniu, nosi nazwe pro6tej Sirmona punktu U

wzgledem czworokata ABCD. Dalej, przez indukcje: jesli W

jest n-katem wpisanym w okrag, zas U jest pewnym punktem
tego okregu, i jesli wiadomo juz, co to prosta Simsona punktu U

wzgledem dowolnego (n-l l-kata wpisanego w ten okrag,
wówczas (dowodzi sie, ze) rzuty punktu U na jego proste
Simsona wzgledem wszystkich (n-l)-katów wyznaczonych przez
wierzcholki wielokata W leza na jednej prostej, która nazywa sie
pro6ta Sirmona punktu U wzgledem n-kata W.

Start tego postepowania indukcyjnego - czyli istnienie prostych
Simsona dla trójkatów - zostal w tresci zadania podany
"do uwierzenia", jako fakt znany. Dowód (geometryczny): patrz
np. S. Straszewicz, Zbiór zadan z olimpiad matematycznych., tom I,
zad. 82.

Zadanie 261. [Równanie zn + (z + l)n = (z + 2)n w liczbach
naturalnych n, z I (WT=2,33; LP R=9). Autorzy poprawnych
rozwiazan albo rozumowali, jak w rozwiazaniu "firmowym" ,
albo - bardziej uciazliwie - przechodzili do metod analizy
matematycznej, albo - najmniej uciazliwie - odsylali do
literatury; okazalo sie bowiem, ze równa~ie to mozna znalezc
w jednym z popularnych zbiorów zadan.

Natomiast na O punktów zostaly ocenione "rozwiazania"
odwolujace sie do Wielkiego Twierdzenia Fermata. U schylku
lata '93 nie ma w literaturze matematycznej dowodu tego
twierdzenia! Praca A. Wilesa, której zaanonsowanie wywolalo
tak wielkie poruszenie w swiecie matematycznym, jest na etapie
recenzji. Warto nadmienic, ze wynik tej pracy to czesciowe
potwierdzenie hipotezy matematyka japonskiego o nazwisku
Taniyama, dotyczacej problematyki z zaawansowanej geometrii
algebraicznej. (W C2 kazda krzywa eliptyczna nad Q je6t modularna
.:..tak brzmi owa hipoteza; zas Wiles w swej pracy prowadzi
dowód pod dodatkowym zalozeniem tzw. pólstabilnosci;
samo wyjasnienie uzytych terminów wymaga przygotowania
specjalistycznego.) Otóz te zagadnienia sa w opinii specjalistów
nieporównanie wazniejsze niz hipoteza Fermata, której
prawdziwosc istotnie daje sie wydedukowac z prawdziwosci
hipotezy Taniyamy (pólstabilnosc wystarczy).

Praca Wilesa (w wersji preprintowej) liczy kilkaset stron.
Podobna objetosc maja (lacznie) prace, których wyniki sa
w niej wykorzystywane. Uczestnik naszej ligi, chcacy ta metoda
"zaliczyc" rozwiazanie omawianego prosciutkiego równania,
powinien, przede wszystkim, upewnic sie, czy zasadniczy
wynik zostal opublikowany; a gdyby tak bylo, powinien jeszcze
(poza zacytowaniem wszystkich zródel - por. Regulamin, p. 11)
wyjasnic, w jaki sposób wynik Wilesa implikuje twierdzenie
Fermata ...

Oto dlaczego "Fermatowskie rozwiazania" zostaly uznane za
zwykly bluff.

Zadanie 262. [Czy istnieje plaski zbiór wypukly, który mozna
podzielic trzema prostymi na siedem czesci o równych polach?]
(WT=3,06; LPR=4). Nie istnieje. A dokladniej: jesli szesc
czesci przylegajacych do brzegu figury ma równe pola, to pole
srodkowego trójkata nie przekracza 1/8 pola calej figury. Dowód
podaje np. B. Griinbaum w ksiazce Etiudll po kombinatomoj

geometrii i teorii tIIl/Puid!lcA !iel, Moskwa 1971, s. 52. I do tego
wlasnie odsylacza sprowadzaja sie cztery dobre rozwiazania
(A. C.ornik, P. Kumor, L. Skrzypek, R. Wencel).

Nie da sie ukryc, nie udala sie nam ta ostatnia przedwakacyjna seria: oba zadania (261, 262) znajduja sie w nietrudno
dostepnych ksiazkach; my zas nie zadalismy sobie trudu, aby sie o tym zawczasu przekonac. Za niefrasobliwosc przepraszamy.
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Termin nadsylania rozwiazan 31 V 1994

166. Dzielnicowy m6wil, pokazujac reka widoczne za. ogrodzeniem budynki szklarni:
-. Wlasciciel wszystko ogrzewa elektrycznie, a rachunki placi niewielkie. Jak on to robi?
- A czy nie podlaczyl sie do wysokiego napiecia? - zapytal inspektor Wnikliwy w8kazujac
przewody linii przesylowej biegnacej wzdluz drogi.
- Zastanawiam sie, czy to byloby mozliwe - powiedzial przygladajac sie czemwf uwaznie.
Czemu przygladal sie inspektor Wnikliwy i do jakich d08zedl wniosk6w?

165. Inspektor przygladal sie ogrodzeniu. Druty ogrodzenia moglyby tworzyc

uzwojenie wtórne "transformatora" kradnacego energie z linii przesylowej. Spról?ujmy
orientacyjnie ocenic napiecie uzyskiwane z jednego zwoju. Przyjmijmy, ze g6rny
drut biegnie w odleglosci 3 m, a dolny w odleglosci 5 m od przewodu, w kt6rym
plynie prad 100 A. Srednia wartosc indukcji magnetycznej w zwoju wynosi wiec

BIl 7 N 100A 0-6 T d .. dl 'c d'= - /-lo - = 2 . 10- -. --- = 5 . 1 , a po staw1aJac ugos ogro zema
211" r A2 4 m

równa 100 m mamy strumien ~ = 5 . 10-6 T . 100 m . 2 m = 10-3 Wb (scisle rzecz biorac
nalezaloby obliczyc ten strumien jako calke, ale do naszych cel6w podstawienie sredniego
pola jest zupelnie wystarczajace). Jesli czestotliwosc drgan wynosi 50 Hz, a podana wartosc
natezenia 100 A jest wartoscia skuteczna, to otrzymujemy skuteczna wartosc napiecia
U = 211"·50 s-l .10-3 Wb Rl 0,3 V. Nie jest to zbyt wiele; co prawda zwiekszajac liczbe
zwojów mozna by w zasadzie zwiekszyc uzyskiwane napiecie, ale watpliwe jest, czy op6r
takiego uzwojenia bylby dostatecznie maly, aby czerpana moc wystarczala do zasilania
chocby jednej zarówki (nie mówiac juz o ogrzewaniu szklarni). Kradziez energii nie mogla
nastepowac ta droga.

166. Oznaczmy odleglosc srodka preta od pierscienia przez d, szybkosc zmiany d (czyli

predkosc przesuwu) przez v, a predkosc katowa przez w. Tak wiec skladowa predkosci srodka
preta wzdluz niego wynosi v, a w poprzek - wd. Przy podanych zalozeniach zachowane sa
dwie wielkosci: energia kinetyczna preta oraz moment pedu preta wzgledem pierscienia.
Kazda z nich jest suma dwóch wyrazen odnoszacych sie do ruchu postepowego srodka
masy i do ruchu obrotowego wzgledem srodka masy. Korzystajac ze wzoru na moment

bezwladnosci preta wzgledem srodka masy I = ..!..m12 mamy równania
12

( ) m 2 m ( )2 12m (2 (1 ) 2) 1 l 2( /)2 m (2 l 2)
1 -v + - wd + -Iw = - v1 + -V2 + -·-ml V2 l = - tli + -tl2 ,2 2 2 2 2 2 12 2 3

(2) Iw + md2w = (112m12 + m (D2) (v2/1) = ~mlV2'

W miare tego, jak pret wsuwa sie do pierscienia (d maleje), rosnie - jak wynika z (2)
- predkosc katowa, osiagajac dla d = O maksymalna wartosc wmas = 4V2/1. Z równania (1)
widzimy, ze predkosc przesuwu v wtedy maleje. Odpowiedz na postawione pytanie zalezy

od tego, czy v osiaga wartosc O (pret przestaje sie wsuwac), czy tez nie. Podstawie~e
w = Wmax i d = O do (1) prowadzi po przeksztalceniach do wyniku v~in = v~ - v~, zatem
pret przeleci przez pierscien wtedy, gdy VI > V2.

166. W chwili poczatkowej jednorodny pret o dlugosci I mial kierunek osi x, przy czym
jeden jego koniec poruszal sie wzdluz tej osi w prz6d z predkoscia "1, a skladowa y predkosci
drugiego konca byla równa "2 (rys. 2). W tym momencie przedni koniec preta w8unal 8ie do
wnetrza pierscienia, kt6ry moze sie swobodnie obracac w ustalonym miejscu. Jaki warunek
musza spelniac podane wielkosci, aby pret przelecial przez pierscien na druga 8trone?

Zadania z fizyki nr 173, 174

Redaguje Jerzy B, BROJAN

173. Porcje miesa o temperaturze +5°C wlozono do zamrazalnika, w którym
temperatura wynosi -18°C, a jednoczesnie taka, sama, porcje miesa

o temperaturze -18°C przelozono z zamrazalnika do komory lodówki (gdzie,
temperatura wynosi +5°C). Niech h oznacza czas, po którym pierwsza porcja
osia,gnie temperature -15°C, a t2 - czas, po którym druga porcja osia,gnie

temperature +2°C. Który z tych czasów jest dluzszy i ile razy (czy tez sa, one
jednakowe)? Wystarczy ocena przyblizona.
Wskazówka: Mieso sklada sie glównie z wody. Niezbedne dane wziac z tablid

174. Planetoida o masie m = 50 ton znajduje sie w odleglosci r = 100 tys. km

od srodka Ziemi (rys. l). Czy planetoida minie Ziemie, czy rozbije sie o jej
powierzchnie? Czy porusza sie po torze eliptycznym, parabolicznym czy
hiperbolicznym? Promien Ziemi jest równy 6370 km.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 10/1993
Przypominamy tresc zadan:

18,15
13,70
12,08
11,60
9.70

2-9.50
9, l'

2-1,09
3-6,95

6,50
5,91

1-5,80
5,63
5,11

I , I,- -
, ,

Czol6wka ligi zadaniowej
Klub.f..f. F

Rys. 1

Lista obejmuje uczestników, kt6rzy
przyslali co najmniej jedno rozwiazanie
zadania z rocznik6w 1991-1993, oraz
maja w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 5 punktów. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyl
juz 44 punkty.
Pozostali czlonkowie Klubu 4.f.F
(alfabetycznie; liczba w nawiasach
oznacza wielokrotnosc przekroczenia 44
punkt6w):
Piotr Bala (3),
Wieslaw Kacprzak (1),
Jerzy Lipkowski (2),
Boguslaw Mikielewicz (1),
Roman Musial (1),
Tomasz Rawlik (1),
Robert Repucha (1),
Jacek Stelmach (1),
Leszek Szalast (1),
Piotr Wach (1).

Rys.2

po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadan 159 (WT=3,85) i 160 (WT=2,90)

z numeru 5/1993
PrzemJ's~a.w Gwary. - CZ4utochowa. 1-31,12
Tow ••sz Wietecha. - Tarn6w 1-33,90
D'1.ieriJ'sla.w Lipnia.cki - Lublin 3-29,11
Andrzej Nowogrodzki - Chocia.nów 28,96
Anna. Gluza. - Torurt ••1-2 .•••35

Andrzej Borowski - Aleksa.ndr6w 1-23,81
Kuja.wski

Da.I'"iUlJZ Wilk - Rzesz6w

Konra.d Ba.na.nek - Gdynia.
Ja.cek Plotrowllki - Rzeszów
Roma.n Wencel - Kompra.chcice
Sla.womir Onwa.ldowski- Grudzia.dz
AlekBa.nder Surma. - MYlzk6w
Artur Polinski - Kona.lin
Pa.wd Perkowski - Szczecin
Ada.m SikorlJki - Lublin

Sta.nisla.w Swia.tc-k Klodzko

Artur Sh.pier1: - Belcha.t6w
Leszek Motyk •• - Kra.Jr6w
ArkadiulZ Kowalski - Lublin

Andrzej Rostworowski - Kra.k6w
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Zadania

(wykladnik 3/4 zamiast 1/4).

Zadanie 160 [lodówka spalaj aca rope] (WT = 2,90; LP R = 2). Rozwiazania P. Gworysa
i A. Borowskiego sa nie tylko prawidlowe, ale nawet staranniejsze niz podane w Delcie, gdyz
uwzgledniono w nich zmieniajaca sie sprawnosc procesu oziebiania wody.

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 693. Wykazac, ze dla zadnego n > 1 suma czesciowa Bn szeregu harmonicznego
1 1

Bn = 1 + - + ... + - ,
2 n

Zainlereeowanie Clylelnik6w liga filyclna wyrunie "faluje-. Prsyslano slosunkowo
duio rOIwiazan ladan 166 i 16'1 (obwody eleklryclne) oru do ladania U9 (drabinka.
na Ksiezyc). Mniej slandardowe ladania (np. wymagajace lasto8owania przyblizen)
sa czeslo pomijane, lak wiec nikt nie lknal ladan 146 (calkowile wewnelrzne
odbicie d'wieku), 148 (kraienie wody w naczyniu) i 163 (prsyporzC\dkowanie
obru6w dyfrakcyjnych otworom). Bardzo malym powodzeniem cieszyly sie tez
zadania 141 (pole ladunk6w dodatnich i ujemnych na przemian), 143 (wyplyw
wody z dwóch zródel), 14'1 (zderzenia lekkiej kulki) i168 (wiotki przewód w polu
magnetycznym). Nie moge zwlaszcza przebolec zignorowania przez Czytelników
oryginalnego zadania 153. Zapewne niektórzy z Was zrezygnowali z przyslania listów
nie mogC\cprzedstawic rozwiC\Zaniakompletnego, opartego na scislym rozumowaniu.
Zadanie fizyczne rózni sie jednak od matematycznego - w razie koniecznosci mozna
sie tu kierowac przyblizeniami, analogiami i rozwazaniami jakosciowymi, i nawet jesli
istnieje rozwiazanie dokladniejsze, to taka. niepelna analiza problemu moze zostac
oceniona dosc wysoko. Apeluje wiec o próby rozwiazywania zadan nietypowych, które
bynajmniej nie musza byc w istocie trudniejsze.

Przejdzmy teraz do szczególowego omówienia niektórych zadan.

Zadanie 157 [40jednakowych oporników] (WT = l,90j LP R = 5). Rozwiazaniem
prostszym i bardziej eleganckim od podanego w Delcie bylo wyszukanie w obwodzie punktów
o jednakowym potencjale, tak ze po ich zwarciu mozna zastosowac wzory na laczenie szeregowe
i równolegle oporników. W ten spollÓb postapili J. Nesdropa i R. Wencel. Ciekawy byl
równiez sposób uzyty przez P. Gworysa, polegajacy na "sprytnym" podziale ukladu na
cztery czesci, oraz A. Borowskiego, który zamiast II prawa Kirchhoffa wykorzystal warunek
minimum mocy cieplnej wydzielonej w ukladzie (co jednak bylo bardziej pracochlonne). Piate
bezbledne rozwiazanie nadeslal A. Surma.

Zadanie 159 [wahadlo na wciaganej nici] (WT = 3,85; LPR = O). Bardzo slabe rezultaty,
wynikajace z przyjecia blednego warunku stalosci energii wahadla. Powolywanie sie na zasade
zachowania energii nie ma sensu, jesli wciaganie nici moze te energie zmienic!
Rozwiazanie podane w Delcie 9/1993 zawiera blad w znaku pracy, gdyz przy wciaganiu dl jest
ujemne. Prawidlowy wzór koncowy ma postac

al = ao(lo/II)3/4

~:'J. Ii" 1() nie jest liczba naturalna·
&~AOl\ ~ Roz)/Viazanie na str. 9
~ M 694. N, ,r"" d"y,h j••t 100ro;ny,h ok""ów wi.lk"h (to ,na"y I"'o'y,h
,,'l.~ w plaszczyznie przechodzacej przez srodek sfery), tak ze przecinaja sie one w 9900

punktach. W jaki sposób rozmiescic w punktach przeciecia okregów liczby
1,2,3 ... ,9900, by dla kazdego okregu suma polozonych na nim liczb byla taka sama?
Rozwiazanie na str. 5

M 695. W urnie jest piec kul bialych, szesc czarnych i siedem czerwonych.
Wyciagamy po kolei wszystkie kule z urny (w losowy sposób). Jakie jest
prawdopodo bienstwo wyciagniecia pierwszej kuli czerwonej wczesniej niz pierwszej kuli
bialej?
Rozwiazanie na str. 9
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Redaguje Jaroslaw KULPA

F 375. Oszacowac cisnienie, jakie panuje we wnetrzu Ziemi. Zalozyc, ze gestosc Ziemi
rosnie liniowo w kierunku srodka i ze na powierzchni gestosc jest dwukrotnie mniejsza
od sredniej gestosci Ziemi.
Porównac uzyskane wartosci cisnienia z prostym modelem, w którym zakla.da sie stala
gestosc Ziemi.
Rozwiazanie na str. 10

F 376. Oszacowac maksymalne odchylenie wiazki elektronowej na obrazie telewizora
spowodowane ziemskim polem magnetycznym o indukcji B = 5 . 10-5 T. Wiadomo,
ze elektrony sa przyspieszane róznica potencjalów U = 20 000 V, a droga swobodna
elektronów wynosi okolo 20 cm.
Rozwiazanie na str. 8
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