syberyjskiej na duzym obszarze, a nie
wybicie krateru. Jednym z najbardziej
znanych i spektakularnych przykladéw
tworu powierzchniowego powstalego

w wyniku uderzenia w Ziemie obiektu
kosmicznego jest natomiast stynny krater
‘meteorytowy w Arizonie (USA) o érednicy
1,2 km i glebokosci 200 m. Resultaty
najnowszych badan wskazuja, ze powstat
on okolo 50 tys. lat temu w wyniku spadku
'z predkoécia 11 km/s malej planetoidy
gelaznej o rozmiarach ocenianych na
okolo 60 m i masie ssacowanej na kilka
milionéw ton. Dotychczas na powierzchni
Ziemi zidentyfikowano okolo 140 tego typu
krateréw o érednicach do 200 km.

Przypuszcza sig, Ze drednio w ciagu roku
kilka obiektéw o rozmiarach rzedu 100 m
przelatuje — obrazowo méwiac — miedzy
Ziemig a Ksiezycem, czyli w odleglodci od
nas mniejezej niz 400 tys. km. Podczas
tak dugzego zblizenia do Ziemi mozna

je dostrzec, chociaé zaobserwowanie
szybko poruszajacego sig¢ po niebie

i slabo éwiecacego ciala niebieskiego jest,
oczywidcie, bardzo trudne. Dotychczas
tylko raz to sie udalo astronomom:

18 stycznia 1991 roku odkryta zostala
planetoida 1991 BA, ktérej minimalna
odleglodé od Ziemi wyniosla zaledwie
0,0011 jednostki astronomicznej, cayli
okolo 170 tys. km; jej érednice oceniono
na okolo 10 m.

Uderzenie w Ziemie jeszcze wiekszego
obiektu, o rozmiarach rzedu 1 km,
nastepuje — jak sie dzié sadzi — raz

na 500 tys. lat. Ale skutki takiego
wydarzenia moga jui mieé charakter
globalny. Hipoteza Luisa W. Alvareza
dotycsaca wyginiecia dinozauréw usiluje
wyjaénié to tajemnicze wydarzenie
sprzed 65 milionéw lat zderzeniem
naszej planety z planetoida lub kometa
o drednicy okolo 10 km. Nie wnikajac

tu w szczegbly tego interesujacego
zagadnienia wepomnijmy tylko, e ostatnio
odkryto prawdopodobnie pozostalosé tej
katastrofy. Wydaje sie nia by¢ krater
Chicxulub, ktérego poludniowa czedé
znajduje si¢ w péinocno-zachodnim
Jukatanie, a pélnocna jest pograiona

w wodach Zatoki Meksykainiskiej. Krater
ma érednice okolo 200 km, a jego glebokosé
dochodzi do 9 km.

Ocenia sie, ze okoto 90% zagrazajacych
Ziemi obiektéw to tzw. planetoidy bliskie
Ziemi i komety krétkookresowe (o okresach
obiegu wokél Stofica krétszych nii 20 lat).
$rednio co kilkadziesiat lat nastepuje
przelot takiej planetoidy kolo Ziemi

Przegladajac prace Sierpinskiego
Jerzy MIODUSZEWSKI

Funkcje aproksymuja sie jednostajnie 5 dokladnodcia do &, jedli
ich wykresy odchylaja si¢ od siebie w kasdym miejscu mniej
niz o € (rys. 1a).

a)
Rys. 1. Aproksymacja jednostajna  dokladnodcia do ¢ (a) i punktowa
z dokladnodcia do (&; £1,23) (b).

Ale mozna aproksymowaé slabiej, nie wymagajac, by funkcje fi g
przylegaly do siebie z doktadnoécia do ¢ wsdlus calego wykresu,
lecz jedynie w skoniczenie wielu ,punktach. Mianowicie, méwimy,
ie funkcje f i g aproksymuja si¢ 5 dokladnoécia do (e; z1,. .., zk),
jeseli

lf(zl)_g(zl”(s} sevy |f(3k)‘—g(=k]|<s.

O ile przy aproksymacji jednostajnej funkcja aproksymowana

z dowolna dokladnodcia & funkcjami ciaglymi jest sama ciagla
(2nane twierdsenie 3 analisy), to prsy tej slabssej aproksymacii,
ktéra nazwiemy punktowq, swiasek funkcji aproksymowanej

z aproksymujacymi ja jest lufniejszy.

Mimo to pewne wlasnodci — naswijmy je umownie aryimetycanyms
— przenosza sie. Odnotujmy na pocsatek dwie tego rodsaju
wlasnodci.

(I) Jedli liczba jest okresem funkcji aproksymujacych, jest takie
okresem funkcji aproksymowanej punktowo.

(IT) Jeéli funkcje aproksymujace punktowo spelniaja swiasek
(1) 9(1—z) =1-g(z) dla dowolnego z,
to funkcja aproksymowana tes go spelnia.

Wspélny chwyt dowodowy — takse i dla kilku pééniejssych
stwierdgef — silustrujemy dowodsac (I).

Oto, skoro funkcja f jest aproksymowana s dowolna dokladnodcia
przewidsiana dla aproksymacji punktowej funkcjami o okresie r,
wiec jest aproksymowana nimi — dla kasdego z i kasdego ¢

- & dokladnoécia (&; z, z + r), co snacsy istnienie takiej funkcji g
o okresie r, ie |f(z) —g(z)| < ei |f(z+r)—g(z+r)| <e,

co swasywssy na okresowodé, g(z + r) = g(z), daje

|f(z+ r) — f(z)| < 2¢, a w resultacie f(z +r) = f(z) wobec
dowolnodci e.

Kaida licsba dwéjkowo wymierna, r = k/2°, k calkowite,
& naturalne, jest okresem kasdej spoéréd funkcji

(2) fa(z) = {22},
({a} jest czeécia ulamkowsy licsby a) jeéli tylko wekadnik (licsba
naturalna) n jest > s.

Wobec (I), licaby dwéjkowo wymierne sa okresami kaidej funkcji nie
bedacej typu (2) aproksymowanej punktowo funkcjami (2). Okresy
moga byé wiec dowolnie male. Wéréd funkeji ciaglych jedynie
funkcje stale maja te wlasnodé (sadanie s analisy na ciagloéé).



wira

W o — ———— -
|

Rys. 2. Funkcje fno(z) = {2"2}, n=10,1,2,...,,0<z < 1.

Funkcje (2), jesli zaniedbaé ich zachowanie w punktach dwéjkowo
wymiernych, maja wlasnodé (1): ich wykresy sa symetrycane
wzgledem (1/2,1/2). Ta wlasnoéé, wobec (II), przenosi si¢ na funkcje
aproksymowane przez nie punktowo. Wartodcia funkeji stalej moze
byé zatem jedynie 1/2.

Funkecja f(z) = 1/2 nie jest jednak aproksymowana punktowo
funkcjami (2). Jest tak m.in. dlatego, e w punkcie 1/3 funkcje f,
przyjmuja wartoéé 1/3 lub 2/3 zaleinie od parzystoéci n, a stad
funkcja f aproksymowana przez nie przyjmuje w 1/3 jedna

% tych wartodci (punktu 2/3 dotyczy ta sama alternatywa).
Podobne odchylenia od wartoéci 1/2 pojawiaja si¢ w punktach
reprezentujacych ulamki o mianownikach 5,7, ..., a wiec na zbiorze
gestym. Nie jest to jednak odchylenie znaczace, o caym $wiadczy
spostrzezenie, ze zbiory punktéw z, dla ktérych f(z) < 1/2, oras
tych, dla ktérych f(z) > 1/2, pozostana rozlaczne, jeéli sie je
przesunie wzgledem siebie o liczbe dwéjkowo wymierna, co jest
prosta konsekwencja (I).

Ale i zbyt duza koncentracja funkcji f na wartodci 1/2 nie jest
mozliwa. Nie wyjadniajac, caym jest miara (w sensie Lebesgue’a),
odnotujmy tylko, ze funkcje f nie moga przyjmowaé wartodci 1/2 na
. zbiorze miary dodatniej, i ze w dowodzie tej wlasnosdci wykorzystuje
si¢ spostrzezenie, iz funkcje f, maja wlasnoéé addytywnodcy,

{o(z+ y)} = {9(z) + g(v)} (addytywnymiw tym sensie sa wszystkie
funkcje postaci {mz}, m calkowite), ktéra przenosi si¢ — jako

jedna ze wspomnianych wlasnosci arytmetycznych — na funkcje
aproksymowane punktowo.

Niech A = {z: f(z) = 1/2}. Jedli, przeciwnie, miara A jest dodatnia, to istnieje
takie d > 0, de jedli [t| < d, to An(A+1t) # @ (twierdzenie Steinhausa). Wefmy,
wéréd wymienionych t takie, ke f,(t) jest réina od 0 i 1/2 dla kaidego n (jest

tak dla wssystkich ¢ bedacych ulamkami nieskracalnymi postaci | fm. gdzie m
nieparzyste; wtedy bowiem fn(l/m) jest ulamkiem wladciwym o mianowniku m).

Niecha € An(A4 +t). Mamy a = b+ ¢, gdzie b € A. Z addytywnodci dostajemy

: A
3 =f(a)=f(b+t)=f(B)+ 1(t) = S+ =

k=1,..,lubm—1; mamy 0 = %; sprzecznodé.

Urywamy tu rozwagzania matematyczne, ktére mogly pozostawié
wrazenie, se funkcji aproksymowanych punktowo funkcjami (2), poza
nimi samymi, w ogdle nie ma. W istocie, pokazaliémy — markujac
dowody — Ze nie ma ich co szukaé wéréd funkcji w dostatecznym
stopniu porzadnych. Jakied inne zapewne nam si¢ ,wymknely”.

Na funkcje aproksymowane punktowo funkcjami {2"z} zwrécit
uwage w dwu pracach (1938, 1945) Waclaw Sierpifiski. Istnienie
takich funkcji réznych od {2"z} uzasadnil 3a pomoca pewnika
wyboru.

Z punktu widzenia topologii, zbiér funkesi Sierpifokiego usytuowany w preestrzeni
funkcji, w ktérej obowiazuje aproksymacja punktowa — topologia Tichonowa

— jest tym samym co przestrzerd Cecha-Stone'a, kompaktyfikacja AN zbioru N

liczb naturalnych. Ujecie Sierpifiakiego jest jedna z realizacji tej wainej
praestrzeni.




