
RY8. 1. Aproksymacja jedno8tajna " doldadno'ci" do s (a)i punktowa

" dokladno'ci" do (s;.201. z~) (b).

Funkcje aproksymuja siejednostajnie z dokladnoscia do e, jesli
ich wykresy odchylaja sie od siebie w kazdym miejscu mniej
niz o e (rys. la).
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syberyjskiej na duzym obszarze, a nie
wybicie krateru. Jednym z najbardziej
znanych i spektakularnych przykladów
tworu powierzchniowego powstalego
w wyniku uderzenia w Ziemie obiektu
kosmicznego jest natomiast slynny krater
meteorytowy w Arizonie (USA) o srednicy
1,2 km i glebokosci 200 m. Rezultaty
naj nowszych badan wskazuja, ze powstal
on okolo 50 tys. lat temu w wyniku spadku
z predkoscia 11 km/s malej planetoidy
zelaznej o rozmiarach ocenianych na

okolo 60 m i masie szacowanej na kilka
milion6w ton. Dotychczas na powierzchni
Ziemi zidentyfikowano okolo 140 tego typu
kraterów o srednicach do 200 km.

Ale mozna aproksymowac slabiej, nie wymagajac, by funkcje1 i g

przylegaly do siebie z dokladnoscia do/E wzdlui calego wykresu,
lecz jedynie w skonczenie wielu. punktach. Mianowicie, mówimy,
ze funkcje 1 i g aproksymuja sie z dokladnoscia do(/Ej Zl, ••• , Zl;),

jezeli

o ile przy aproksymacji jednostajnej funkcja aproksymowana
z dowolna dokladnoscia /E funkcjami ciaglymi jest sama ciagla
(znane twierdzenie z analizy), to przy tej slabszej a.,roksymacji,
która nazwiemy punktowa, zwiazek funkcji aproksymowanej
z aproksymujacymi ja jest luzniejszy.

Mimo to pewne wlasnosci - nazwijmy je umowniearytmetycznymi
- przenosza sie. Odnotujmy na poczatek dwie tego rodzaju
wlasnosci.

(I) Jesli liczba jest okresem funkcji aproksymujacych, jest takze
okresem funkcji aproksymowanej punktowo.

(II) Jesli funkcje aproksymujace punktowo spelniaja zwiazek

(1) g(1 - z) = 1 - g(z) dla dowolnego z,

to funkcja aproksymowana tez go spelnia.

Wspólny chwyt dowodowy - takze i dla. kilku pózniejszych
stwierdzen - zilustrujemy dowodzac (I).

Oto, skoro funkcja 1jest aproksymowana z dowolna dokladnoscia
przewidziana dla aproksymacji punktowej funkcjami o okresie r,
wiec jest aproksymowana nimi - dla kazdegoz i kaidego /E

- z dokladnoscia (/Ej z, z+ r), co znaczy istnienie takiej funkcjig
o okresie r, ze I/(z) - g(z)1< /E i I/(z + r) - g(z + r)1< /E,

co zwazywszy na okresowosc,g(z + r) = g(z), daje
I/(z + r) - l(z)1 < 2/E, a w rezultacie I(z + r) = I(z) wobec
dowolnosci e.

Kazda liczba dwójkowo wymierna, r= k/2", k calkowi~e,
s naturalne, jest okresem kazdej sposród funkcji

(2) In(z) = {2nz} ,
({a} jest czescia ulamkowa liczbya) jesli tylko wskunijt (liczba
naturalna) n jest ~ s.

Wobec (I), liczby dwójkowo wymierne sa okresami kaidej funkcji nie
bedacej typu (2) aproksymowanej punktowo funkcjami (2). Okresy
moga byc wiec dowolnie male. Wsród funkcji ciaglych jt!Clynie
funkcje stale maja te wlasnosc (zadanie z analiay na ciaglolfa

Przypuszcza sie, ze srednio w ciagu roku
kilka obiektów o rozmiarach rzedu 100 m
przelatuje - obrazowo 'mówiac - miedzy
Ziemia a Ksiezycem, czyli w odleglosci od
nas mniejszej niz 400 tys. km. Podczas
tak duzego zblizenia do Ziemi mozna
je dostrzec, chociaz zaobserwowanie
szybko poruszajacego sie po niebie
i slabo swiecacego ciala niebieskiego jest,
oczywiscie, bardzo trudne. Dotychczas
tylko raz to sie udalo astronomom:
18 stycznia 1991 roku odkryta zostala
planetoida 1991 BA, której minimalna
odleglosc od Ziemi wyniosla zaledwie
0,0011 jednostki astronomicznej, czyli
okolo 170 tys. km; jej srednice oceniono
na okolo 10 m.

Uderzenie w Ziemie jeszcze wiekszego
obiektu, o rozmiarach rzedu 1 km,
nastepuje - jak sie dzis sadzi - raz
na 500 tys. lat. Ale skutki takiego
wydarzenia moga juz miec charakter
globalny. Hipoteza Luisa W. Alvareza
dotyczaca wyginiecia dinozaur6w usiluje
wyjasnic to tajemnicze'wydarzenie
sprzed 65 milionów lat zderzeniem
naszej planety z planetoida lub kometa
o srednicy okolo 10 km. Nie wnikajac
tu w szczególy tego interesujacego
zagadnienia wspomnijmy tylko, ze ostatnio
odkryto prawdopodobnie pozostalosc tej
katastrofy. Wydaje sie nia byc krater
Chicxulub, którego poludniowa czesc
znajduje sie w. pólnocno-zachodnim
Jukatanie, a pólnocna jest pograzona
w wodach Zatoki Meksykanskiej. Krater
ma srednice okolo 200 km, a jego glebokosc
dochodzi do 9 km.

Ocenia sie, ze okolo 90% zagrazajacych
Ziemi obiektów to tzw. planetoidy bliskie
Ziemi i komety kr6tkookresowe (o okresach
obiegu wokól Slonca krótszych niz 20 lat).
Srednio co kilkadziesiat lat nastepuje
przelot takiej planetoir,ly kolo Ziemi

I/(zd - g(zdl < e, ...,
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Rys. 2. Funkcje !,,{x) = {2"x}, n = O, 1,2, ... , O ~ x < 1.

w odleglosci mniejszej niz odleglosc
Ksiezyca od Ziemi. Pozostale 10%
przypada na komety dlugookresowe
i tzw. komety jednopojawieniowe
(o orbitach quasiparabolicznych),
kt6re stwarzaja znacznie wieksze
niebezpieczenstwo, poniewaz niosa
znacznie wieksza energie niz planetoidy
o por6wnywalnych masach (przelatuja
w poblizu Ziemi z wiekszymi
predkosciami). Srednio jedna taka kometa
na stulecie moze znalezc sie miedzy Ziemia
a Ksiezycem.

Ostatnio wiele emocji (wyrazajacych sie,
miedzy innymi, w balamutnych czesto
doniesieniach prasowych) wywolalo
zblizenie do Ziemi planetoidy (4179)
Toutatis oraz powr6t w poblize Slonca
- po 130 latach - komety Swifta-TuttIe'a.
Czy te dwa interesujace ciala niebieskie
rzeczywiscie zagrazaja Ziemi?

Planetoida Toutatis, pierwotnie oznaczana
1989 AC, zostala odkryta 4 stycznia
1989 reku przez francuskiego astronoma
C. Pollasa. Nazwana zostala imieniem
bozka galijskiego strzegacego mieszkanc6w
okupowanej przez Rzymian starozytnej
Galii przed niebezpieczenstwami niebios.
Jest typowym czlonkiem tzw. grupy
Apollo, czyli tych wlasnie planetoid, kt6re
moga zblizac sie do Ziemi. Tym, co ja
wyr6znia sposr6d ponad 150 znanych
dotychczas obiekt6w tego rodzaju, jest
najmniejsze nachylenie plaszczyzny jej
orbity do plaszczyzny ekliptyki wynoszace
zaledwie 0,47°. Okraza wiec ona Slonce
niemal w tej samej plaszczyznie co Ziemia.
Od momentu odkrycia obserwowano
juz te planetoide w trzech opozycjach,
a takze znaleziono kilka przedodkryciowych
obserwacji z lipca 1988 roku oraz
zidentyfikowano ja z planetoida 1934 CT,
tylko raz dotychczas obserwowana
w 1934 roku. Ten stosunkowo bogaty
material obserwacyjny umozliwil dobre
wyznaczenie jej orbity i zbadanie ewolucji
jej ruchu.

Orbita Toutatisa ma mimosr6d r6wny 0,64
i wielka p6los wynoszaca 2,5 j.a. Przez
peryhelium, oddalone od Slonca o 0,9 j.a.,
przeszla 13 listopada 1992 roku. Wkr6tce
potem, 8 grudnia 1992 roku, przeleciala
kolo Ziemi mijajac ja w odleglosci
3,6 mln km (0,024 j.a.) z predkoscia
11,2 km/s. Okres jej obiegu wok6l
Slonca wynosi prawie dokladnie 4 lata.
Podobnych zblizen do Ziemi mozna wiec
oczekiwac co kazde 4 lata w przyszlosci.
I rzeczywiscie, precyzyjne obliczenia
wykonane w Centrum Badan Kosmicznych
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Z punktu widzenia topologii, 'zbiór!snkcii Sicrpi,bkicgo usytuowany w przestrzeni
funkcji, w której obowiazuje aproksyma<:ja punktowa - topologia Tichonowa
- jest tym samym co przestrzeli Cecha-Stone'a, kompaktyfikacjafJN zbioru N
liczb naturalnych. Ujecie Sierpinskiego jest jedna z realizacji tej wainej
przestrzeni.

Niech A = {x: !(x) = 1/2}. Jelfli, przeciwnie, miaraA jest dodatnia, to istnieje
takie d> O, ze jem Iti < d, to A n (A + t) #- 0 (twierdzenie Steinhausa). Wef.my,
wlfród wymienionych t takie, ze!,,{t) jest rózna odO i 1/2 dla kazdego n (jest
tak dla wszystkich t bedacych ulamkami nieskracalnymi postaci l/m, gdzie m
nieparzyste; wtedy bowiem!,,{I/m) jest ulamkiem wlalfciwym o mianownikum).

Urywamy tu rozwazania matematyczne, które mogly pozostawic

wrazenie, ze funkcji aproksymowanych punktowo funkcjami (2), poza
nimi samymi, w ogóle nie ma. W istocie, pokazali4my - markujac
dowody - ze nie ma ich co szukac wsród funkcji w dostatecznym
stopniu porzadnych. Jakies inne zapewne nam sie "wymknely".

Na funkcje aproksymowane punktowo funkcjami{2nx} zwrócil
uwage w dwu pracach (1938, 1945) Waclaw Sierpinski. Istnienie
takich funkcji róznych od{2nx} uzasadnil za pomoca pewnika
wyboru.

Funkcje (2), jesli zaniedbac ich zachowanie w punktach dwójkowo
wymiernych, maja wlasnosc (1): ich wykresy sa symetryczne
wzgledem (1/2,1/2). Ta wlasnosc, wobec (II), przenosi sie na funkcje
aproksymowane przez nie punktowo. Wart~cia funkcji stalej moze

byc zatem jedynie 1/2.

Funkcja I(x) = 1/2 nie jest jednak aproksymowana punktowo
funkcjami (2). Jest tak m.in. dlatego, ze w punkcie 1/3 funkcjeIn
przyjmuja wart~c 1/3 lub 2/3 zaleznie od parzystosci n, a stad
funkcja I aproksymowana przez nie przyjmuje w 1/3 jedna
z tych wart~ci (punktu 2/3 dotyczy ta sama alternatywa).
Podobne odchylenia od ,wartosci 1/2 pojawiaja sie w punktach
reprezentujacych ulamki o mianownikach 5,7, ... , a wiec na zbiorze
gestym. Nie jest to jednak odchylenie znaczace, o czym swiadczy

spostrzezenie, ze zbiory punktówx, dla których I(x) < 1/2, oraz
tych, dla których i(x) > 1/2, pozostana rozlaczne, jesli sie je
przesunie wzgledem siebie o liczbe dwójkowo wymierna, co jest

prosta konsekwencja (1).

Ale i zbyt duza koncentracja funkcjii na wartosci 1/2 nie jest
mozliwa. Nie wyjasniajac, czym jest miara (w sensie Lebesgue'a),
odnotujmy tylko, ze funkcje i nie moga przyjmowac wart~ci 1/2 na
zbiorze miary dodatniej, i ze w dowodzie tej wlasnosci wykorzystuje
sie spostrzezenie, iz funkcjein maja wlasnosc addytywnosci,

{g(x + y)} = {g(x) + g(y)} (addytywnymi w tym sensie sa wszystkie
funkcje postaci {mx}, m calk~wite), która przenosi sie - jako
jedna ze wspomnianych wlasnosci arytmetycznych - na funkcje
aproksymowane punktowo.

Niech a E A n (A + t). Mamy a = b + t, gdzie b E A. Z addytywnO«ci dostajemy
1 1 k
2" = !{al.= !(b + t) = !(b) + !(t) = 2" + ;;;'

k = 1, ... , lub m-l; mamy O = ~; sprzecznolf<!.m
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