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Rys. 1

Sy(X) =T(X)

Ruch wszystkich cial Ukladu Slonecznego mozna opisaé ukladem réwnari
rézniczkowych. Uklad taki ma jednoznaczne rozwiazanie, tzn. jesli ustalimy
precyzyjnie polosenia i predkosci planet oraz Slofica w dowolnej chwili, to cala
jego przeszlosé i przyszlosé sa zdeterminowane. Wiecej, za pomoca doskonalego
rachmistrza potrafilibyémy je obliczyé. Klopot polega na tym, ze rozwiazania,
cho€ istnieja, nie sa podane w dobrej dla rachunkéw postaci dla, niestety,
niedoskonalych rachmistrzéw, jakimi sa na przyklad komputery. Dlatego nie
potrafimy odpowiedzie¢ na pytanie, czy pewna konfiguracja planet Uktadu
Slonecznego, nieznacznie odbiegajaca od istniejacej u zarania dziejéw, tzn., jak
mysle, 3 000 000 000 lat 3 miesiace 2 dni 5 godzin 13 minut i 54 sekundy temu,
wywolalaby katastrofe kosmiczna (i w konsekwencji na Ziemi nie powstaloby
iycie). Ten rodzaj pytania nazywamy pytaniem o stabilnoé¢ ukladu i byloby
pocieszajace uzyskad w przypadku Ukladu Stonecznego odpowied? negatywna.

Miedzy innymi préba odpowiedzi na to pytanie doprowadzita do powstania

tzw. teorii ukladéw dynamicznych, ktére z racji swej ogélnosci opisuja znacznie
szersza, klase zjawisk niz tylko ewolucja Ukladu Slonecznego. Zanim powiemy,
co to jest uklad dynamiczny, prayjrzyjmy si¢ jeszcze przez chwile Ukladowi
Stonecznemu. Stan Ukladu Slenecznego mozemy jednoznacznie opisaé podajac
skladowe polozei i predkosci wszystkich planet 1 Slorica (jest to, ocaywiscie, opis
przyblizony, bo np. zaniedbujemy ksieiyce). Na kazda planete (Slorice) przypada
wiec szeéé liczb. Wobec tego stan Ukladu opisany jest przez podanie 60. liczb.
A uklad 60. liczb to nic innego tylko punkt w 60-wymiarowej przestrzeni. Uklad
Sloneczny ewoluuje w czasie, owe 60 liczb opisujace Uklad zmieniaja sie, co
oznacza, te 6w punkt w 60-wymiarowe] przestrzeni porusza si¢. Zamiast wiec
badaé ewolucje Ukladu Slonecznego wystarczy badad ruch jednego punktu.
Ewolucje Ukladu Slonecznego moiemy zatem opisaé tak: mamy 60-wymiarowy
zbiér, kazdy punkt tego zbioru odpowiada ustalonej konfiguracji polozen

i predkosci, punkty tego zbioru podlegaja nieustannemu ruchowi — zgodnie

z prawami wynikajacymi z réwnai mechaniki.

Méwiac bardzo niescidle: uklad dynamiczny to pewien zbidr, ktérego punkty
podlegaja ewolucji zgodnie 7z pewnymi zasadami. Jak zauwazylismy, Uklad
Sloneczny moze by¢ opisany za pomoca ukladu dynamicznego. Uklady
dynamiczne moga by¢ wykorzystane do opisu znacznie szerszej klasy zjawisk
ewolucyjnych (stosuja si¢ nawet w biologii, medycynie. . . ).

W przypadku Ukladu Slonecznego stan ukladu zmienia sie w czasie w sposéb
ciagly. Mozna tes rozpatrywa uklady dynamiczne, ktére ewoluuja w sposéb
skokowy. W latach 60. B.H. Newman podal ciekawy przyklad takiego ukladu
dynamicznego — antybilard. Jest to pewne przeksztalcenie T' podzbioru
plaszczyzny (zaraz opiszemy, jakie). Kolejne stany ewolucji punktu X,

to wyrazy ciagu X, T(X), (T o T)(X)... zwanego trajektoria punktu X. Jezeli
trajektoria punktu X zawarta jest w ograniczonym podzbiorze plaszczyzny,

to punkt X ewoluuje tak, ze jego wspélrzedne (opisujace stan ukladu) sa caly
czas ograniczone — nie ulegaja wielkim zmianom. To za$ oznacza, ze uklad nie
ulega katastrofie. Pytaniem o stabilno$¢ antybilardu jest wiec pytanie, czy
trajektoria dowolnego punktu jest zawarta w zbiorze ograniczonym. Pytanie to
w jakimsg stopniu jest podobne do pytania o stabilnosé¢ Ukladu Slonecznego.
Cazas przedstawié bohatera opowiedci, czyli
antybilard. Rozwaimy na plaszczyinie
wypukla, zamknieta krzywa I, ograniczajaca
zbiér wypukly B, ktéra nie zawiera zadnego
odcinka. Krzywa I' dzieli plaszczyzne

na dwa zbiory: B oraz A. Zdefiniujmy
przeksztalcenie T: A — A. 7 punktu

X € A moina poprowadzi¢ dwie pdiproste,
z ktérych kazda ma dokladnie jeden punkt
wspblny z T (rys. 1). Aby wybraé jedna

z nich, wyobrazmy sobie zegar o érodku

w punkcie X z dlugimi wskazéwkami,
ktérymi beda pélproste. Dla pewnego
crasu to wskazéwka jest styczna do T

w punkcie Y, a przez nastepne 6 godzin nie
ma z ' punktéw wspélnych.
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Rys. 2

Zdefiniujemy przeksztalcenie antybilard T, jako symetrie punktu X wzgledem
punktu ¥, czyli T'(X) = Sy (X), gdzie Sy oznacza symetrie wzgledem
punktu Y.

Przyklady

1) W przypadku, gdy T Jjest okregiem, przeksztalcenie T obraca okrag T';
wspélirodkowy z I o kat o = 2 arccos(R/R'), gdzie R i R' oznaczaja
odpowiednio promienie okregéw I i T';.¢ (Znaczek ¢ sugeruje uwaznemu
Caytelnikowi, ze moze sprawdazi¢ prawdziwoéé twierdzenia, na przyklad z piérem
w reku).

2) Podobnie prosty opis dostajemy

w przypadku, gdy T jest elipsa.

Wéweszas, aby zrozumieé jak dziala

przeksztalcenie T, warto rozpatrzyé
przeksztalcenie afiniczne Aff

| (na prayktad rzut réwnolegly jednej

[ plaszczyzny na druga), ktére elipse T

| przeksztalca na okrag H. Poniewas

: przeksstalcenie afiniczne przeksztalca

I proste na proste, zachowuje érodek

i odcinka i obrazy figur ograniczonych
8a ograniczone, mozemy analizowad

I przeksztalcenie Aff o T o Aff ™! zamiast T
(rys. 2).

Przeksztalcenie Aff o To Aff ™1
nazywamy sprzezonym do T. Poniewaz
Aff oT o Aff ™" zostalo opisane w 1},
wiec zachowuje ono okregi wspélsrodkowe
z H. Wobec tego T zachowuje elipsy
otrzymane z I' przez jednokladnogé

o skali & > 11 érodku w érodku T

(rys. 2). W obu praypadkach trajektorie
T sa ograniczone, bo sa zawarte

w okregach lub elipsach.

Ciekawsza jest sytuacja, gdy T jest wielokatem. Wéwczas przeksztalcenie T jest
okreflone tylko dla punktéw, ktére nie naleza do prostych zawierajacych boki T.
W tej sytuacji, aby istniala trajektoria punktu X ({X, T(X),T o T(X),.. 3,
zaden obraz punktu X nie mose naleieé do prostej zawierajacej bok wielokata T.
Okazuje sie, ze tak jest dla duzego podzbioru ¢ zbiorn A, (tzw. podzbioru
pelnej miary Lebesgue’a). Czasami mozna powiledziec coé wiecej o ksztalcie tego
zbioru. W dalszym ciagu bedziemy rozwazali T dla punktéw nalezacych do C.

3) T jest odcinkiem AB. W zaleinodci od tego, po ktérej stronie prostej AB
lezy punkt X, przeksztalcenie T jest przesunieciem o wektor 248 lub —ZE,

gdyz wiadomo, ze S, 0S5 = 248 i SpoSy = —ZE.O Jest to jedyny znany
prazypadek, w ktérym trajektorie T nie sa ograniczone. W tym przypadku ciag
punktéw X, T(X), T o T(X),... nie jest ograniczony (rys. 3) dla zadnego X.¢&

T(x)

A G ©
G ——

X ToT(X)

Rys. 3
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L. -1

Roswiazanie sadania F 870.
Z zaloienia zadania moc
promieniowania frédla §wiatla
o dlugogci 555 nm jest taka
sama jak moc promieniowania
Slotica i wynosi oT*, gdzie
o=5,7%107° erg/s em? /K* oznacza
stalg Stefana-Boltzmanna, a T jest
temperaturg powierzchni Slofica
wyrazona w kelwinach. Szukany
ulamek energii promieniowania bedzie
réwny:
II(A) - (A)dA

T eT4-n(Xo)

przy caym n{Ao) = 1. Calke w liczniku

mozemy obliczyd w przyblizeniu
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Po podstawieniu wartodci liczbowych
otrzymujemy ¢ =5 14%.

q=

Zbisr C jest zbiorem tych punktéw plaszczyzny, ktére nie naleza do prostej AB.

4) T jest trojkatem. Najpierw stosujac ,sztuke” podobna do te] z rysunku 2,
mozemy przyjaé, ze [' jest tréjkatem réwnobocznym. Osiagniemy to po
zrzutowaniu tréjkata I" tak, aby jego obraz byl tréjkatem réwnobocznym.{
Plaszczyzne pokrywamy tréjkatami przystajacymi do I' otrzymujac

tzw. parkietaz (rysunek na okladce). Klepki parkietazu przeksztalcane przez T
przechodza na siebie w okresowy sposéb.{ Zadziwiajace! Zbibr C jest zbiorem
punktéw nie lezacych na krawedziach parkietazu.$

5) I jest réwnoleglobokiem. I tu, jak poprzednio, mozna zalozy<, ze
réwnoleglobok jest kwadratem. Kwadratowe klepki parkietazu, po, by¢ moze,
wielu odbiciach, powracaja na swoje miejsce (rysunek na okladce).&

6) Pieciokat foremny i inne wielokaty foremne daja bardziej skomplikowane
obrazki, cho¢ trajektorie sa w dalszym ciagu ograniczone, a niektére na pewno
okresowe. Powracajace na swoje miejsce wielokaty tylko czasami s pieciokatami
podobnymi do I'. Zachecam wszystkich majacych komputer do zbadania sytuacji
i zobaczenia tych wielokatéw, ktére okresowo powracaja na swoje miejsce.
Sytuacja taka jest typowa, co tlhumaczy twierdzenie i komentarz do niego.
Wiadomo, ze dla duzej klasy wielokatéw uklad jest stabilny, dokladniej, zachodzi
nastepujace twierdzenie:

Jezelt spelnione sq warunks:

i)  Wielokgt G jest wypukly,

ii) G nie ma bokdw rédwnolegiych 1

iil) wszystkie réwnoleglobokr lokalnie minimalne zawierajece G maja pola
wymierne,

to wszystkie trajektorie T' sq ograniczone.

Moéwimy, ze réwnolegltobok Il zawierajacy G jest lokalnie minimalny, jesli
istnieje takie € > 0, ze dla kazdego réwnolegloboku II' réwniez zawierajacego G,
ktérego wszystkie wierzchotki sa odlegte od odpowiednich wierzchotkéw
réwnolegloboku IT nie wiecej niz o & > 0, mamy pole(IT) < pole(IT').

Kazdy wielokat G, ktéry spelnia warunki i), ii) i ma wszystkie wspéirzedne
wierzchotkéw wymierne, spelnia warunek iii). Jest tak, poniewas kazdy bok
réwnolegloboku minimalnego zawiera co najmniej jeden wierzcholek G oraz jest
réwnolegly do pewnego boku wielokata G;.¢ Zatem wspdlrzedne wierzchotkéw
réwnolegloboku sa wymierne. & Wobec tego pola réwniez.{

Wiadomo, ze pieciokat foremny nie ma wszystkich wspélrzednych wierzchotkow
wymiernych, poniewaz stosunek dlugosci boku do dlugodci przekatnej jest réwny
slotemu stosunkowi, czyli (—1 + /5)/2.¢

Ciekawy jest, moim zdaniem, dowdd twierdzenia. Konstruuje sie pierscief
niezmienniczy zlozony z wielokatéw przystajacych do I' (rysunek na okladce).
Niezmienniczy, to znaczy taki, e trajektorie punktdéw z tego pierscienia caly
czas leza w tym pierécieniu. Wielokaty tego pierscienia przechodza okresowo
na siebie, wiecej, wszystkie trajektorie sa w calodci po jednej stronie pierscienia.
Teraz wystarczy wskazad cala rodzine coraz to wiekszych pierécieni, aby
powstaly bariery uniemozliwiajace trajektorii uciekanie do nieskorczonosci.

16




