Klopoty z aproksymacja punktéw stalych
Jarostaw GORNICKI

Pewne problemy matematycane wyrézniaja sie prostota 1 naturalnogcia
sformulowari. Niestety, nie oznacza to, ze ich rozwiazania (o ile potrafimy je
wskazaé) sa réwnie proste. Przekonuja nas o tym, miedzy innymi, prayklady
z teorii liczb lub elementarnej geometrii.

Wiemy, e w pewnych sytuacjach istniejq rozwiazania réwnania Tz = z;
nazywamy je punktami stalymi (niezmienniczymi) odwzorowania 7.

Matematycy czasem oznaczaja wartodei funkeji T w punkcie z praez T, zamiast T ().
Méwi o tym, na prayklad, twierdzenie Brouwera:

Twierdzenie (L.E.J. Brouwer, 1911).
Jezeli B jest domknieta kula w n-wymiarowej przestrzeni R i T: B — B jest
odwzorowaniem ciaglym, to istnieje taki punkt zo € B, e Txy = x;.

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966) — matematyk holenderski.

Niestety, twierdzenie to nic nie méwi, jak te rozwiazania wyznaczyé! I na ten
problem zwrécimy tutaj uwage. Ograniczymy sie do prostej sytuacji, gdy T jest
odwzorowaniem ciaglym i T : [0, 1] — [0, 1]. Rysujac w prostokatnym ukladzie
wspolrzednych XOY (ze swyklym sposobem mierzenia odleglogci) wykres
dowolnej funkcji ciaglej 7" : [0, 1] — [0, 1] oraz funkcji identycanosciowej i) =
T(xg)b -+~ stwierdzamy, ze wykresy te maja co najmniej jeden punkt wspélny. Innymi
stowy, prawdziwe jest twierdzenie

T T .., Y,

Twierdzenie 1 (jednowymiarowa wersja twierdzenia Brouwera).

Jezeli odwzorowanie T : [0, 1] — [0, 1] jest ciagle, to istnieje taki punkt

Rys. 1 Zo € {Di I}a ze T-TO = Zg.

Gzytelnik moze sprawdzi¢ — wystarezna odpowiednie rysunki — %e twierdzenie to nie musi byé
prawdziwe, gdy T nie jest odwzorowaniem ciaglym badé gdy roawasany przedszial nie jest
domkniety.

Dowdd. Wykorzystamy wlasnodé Darboux: jezeli funkcja F : [a,b] — R jest
ciagla, F(a) = u, F(b) = v, to dla dowolnego z lezacego pomiedzy u i v istnieje
taki punkt ¢ € [a, 8], e F(c) = z.

Jean Gaston Darboux (1842 - 1917) — matematyk francuski.

Niech F(z) = z — Tz. Wtedy funkcja F : [0,1] — R jest ciagla jako réznica
funkeji ciaglych, a ponadto F(0) = 0 — T(0) <0 oraz F(1) =1— T(1) > 0.
Istnieje zatem taki punkt zo € [0,1], ze F(zp) = 0. Oznacza to, ze Tt = zy. @

Twierdzenie to i jego dowdd sa przykladem egzystencjalnego

1 niekonstruktywnego rezultatu matematycznego. Gwarantuje ono, w opisanej
sytuacji, istnienie rozwiazania réwnania Tt = z, ale go nie wskazuje. Nie méwi
tez ono o liczbie tych rozwiazan. Sprébujmy jednak wskaza¢ lub aproksymowad
Jakie$ jedno rozwiazanie tego réwnania w sytuacji z twierdzenia 1. Czy biorac
dowolny punkt z € [0, 1] i tworzac ciag iteracyjny {z, = Tz} otrzymujemy ciag
zbiezny do punktu stalego odwzorowania T'7

! Przypatrzmy sie sytuacjom z rysunkéw 2 i 8. Na rysunku 2 funkcja
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(zamiast rachunkéw patrz na rysunek!). Pozostale dwa punkty ,przyciaga’
punkt staly z;.

Inaczej wyglada sytuacja na rysunku 3. Funkcja T : [0, 1] — [0, 1] (zdefiniowana
na rysunku 3) ma dokladnie jeden punkt staly z = % Ale ten punkt

,Nie przyciaga” za pomoca iteracji T" zadnego punktu ze zbioru [0, 2) U (3, 1].
Przyklady te sugeruja, ze dla zbieznosci ciagu iteracyjnego {z, = T"z}

do punktu stalego odwzorowania 7" konieczne sa dodatkowe zaloienia.

Twierdzenie 2. Niech bedzie dana ciagla funkcja T': [0,1] — [0,1] 1 z € [0, 1].
Ciag iteracyjny {z, = T"z} jest zbiezny do punktu stalego odwzorowania T'
wtedy i tylko wtedy, gdy lim |77tz — Tmg| = 0.

n—oo

Dowdd. Zaldimy, de [T iz — Tz| — 0, gdy n — oo i clag iteracyjny

{z, = T™z} nie jest zbieiny. Wtedy z twierdzenia Bolzano-Weierstrassa wynika,

ze istnieja takie podciagi zbiezne: Tz — y) oraz T™iz — ya , 7€ Y1 7 Ya.
Dodatkowo podciagl te wybleramy tak, by m; > n;, 1 = 1,2,... Wéwcezas dla
dowolnego &€ > 0 mozemy tak wybraé liczby naturalne n;, oraz mj;, > nj,, by:

1) |Tn"$ = yll < g dla n; > Nig 5

g

2) |[T™z — ya| < 5 dla m; > m;, ,
3) [Tz —Trzj< ————— dla n>ng.
S(mj—(a : n'if_:)
Wtedy
lyr —y2| < | — T™oz| + [Tz — T™og| + [T™0z — 3| <
mm*l
< lyr = T™oa|+ ) [T — T a| +|T™50 — g <
v=ngy,
4t bt =
E=S my. — T = .
3 - ’ S(m.?'u - niu) N 3

Z dowolnodci wyborn € > 0 wynika, Ze y; = yp. Otrzymana sprzecznosé
pokazuje, ze ciag iteracyjny {z, = T"z} jest zbiezny. Niech zp = lim T"z.

n—+co
Wtedy zo jest punktem stalym odwzorowania T

Tz =T ( lim T”‘x) = lim T" e =2z

n— 00 n—+o0
W druga strone implikacja jest oczywista. m
Bernard Bolzano (1781 — 1848) — matematyk i filozof caeski.
Karl Teodor Wilhelm Weierstrass (1816 ~ 1898) — matematyk niciniecki.

Twierdzenie (Bolzano-Weierstrassa). Kazdy ograniczony ciag liczbowy zawicra podeiag

zbiciny.

Mozna réwniez rogwazaé bardsziej skomplikowane iteracje. Na przykiad,
niech (t,) bedzie ciagiem liczb z przedzialu [0, 1], a ciag iteracyjny opisujemy

wzorem
(1] ) e [G, 1] s

it =\ L—=%a)@w4 taT8a
n=12...

Wéwezas zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3. Niech T bedzie ciaglym odwzorowaniem przedziatu [0, 1]
w siebie. Jezeli ciag iteracyjny okrelony wzorem (1) jest zblezny do punktu z
oraz i, = oo, to z jest punktem stalym odwzorowania T'.

12




Rys. 4
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Dla zilustrowania tego twierdzenia wefmy t,, = 3 Oczywiscie, > t, = oo,

a wiec otrzymujemy nastepujacy

Wniosek. Niech T' bedzie ciaglym odwzorowaniem przedzialu [0, 1] w siebie.

Okreslamy nastepujacy ciag. Niech z; € [0, 1], z,,11 zaé niech bedzie srodkiem
g = : 2 1 , P

odcinka o kodcach z, 1 Tz, cayli 2,41 = E(a:n + Tx,). Wéwczas, jesli ciag z,

jest zbiezny do punktu z, to z jest punktem stalym odwzorowania T.

Dowéd twierdzenia 3 oraz dalsze fakty mozna znaleZé w pracy: D. Borwein i J. Borwein Fized

point iterations for real functions, Journal of Mathematical Analysis and Applications, vol, 157,
No. 1 (1991), 112-126.

Niestety, nawet te proste rezultaty nie przenosza sie na przypadek
dwuwymiarowy. W odniesieniu do twierdzenia 2 pokazuje to nastepujacy
przyklad:

Przyklad. Niech B(0,1) = {(z,y) € R?: 2% + 42 < 1}. Korzystajac

ze wspolrzednych biegunowych (r, d) okreélamy ciagle odwzorowanie

T : B(0,1) — B(0, 1) wzorem
(0,0)

T(r,0) = (%”" * %)

((2 —r) e+ (1- r)) dla

dla r=0,

1
dla 0<TS§,

Geometryczny efekt tego odwzorowania jest nastepujacy:
a) Punktami stalymi tego odwzorowania sa punkty z brzegu kola oraz

punkt {(0,0)}.

1
b) Jezeli p = (r, ) jest punktem spelniajacym warunek 0 < r <

5:
- 1 . .
to punkt TV p = (7, 0) spelnia warunek 3 < 7 £ 1 dla dostatecznie duzego N.
: . .. 1
c) Jezeli p = (r,6) jest punktem spelniajacym warunek = < r < 1, odleglym
od brzegu kola o k=1, wtedy punkt Tp = (7, ) jest punktem spelniajacym
1
warunek 5 < 7 < 1, odleglym od brzegu kola o (k+ 1)~! oraz (rys. 4)
arg(Tp) = k= + arg(p) .
4 faktéw tych wynika, ze dla dowolnego p € B(0, 1), |T"T1p — T"p| — 0,
2 ¢ i
gdy n — co. Jednak dla takiego punktu p = (r, ), ze 3 < r <1 mamy

arg(T"p) = arg(p) + i(k +1)7t,

o0
Zatem z rozbieznosci szeregu ) (k + 1)~ ! wynika rozbieinoé¢ ciagu {z, = T"p}.
=0
Jak widac, problem aproksymacji i lokalizacji punktéw statych, o ktérych mowa
w twierdzeniu Brouwera, jest zagadnieniem klopotliwym i wciaz aktualnym.

Na koniec troche optymizmu. W przypadku odwzorowar ,wiecej niz ciagltych”
— na przyklad odwzorowai lipschitzowskich ze stala L < 1 mamy nie tylko
istnienie punktu stalego, ale réwniez wiemy, ze taki punkt jest dokladnie jeden.

Odwzorowanie T : A — A nazywamy lipschitzowskim ze stala L > 0, gdy dla dowolnych
zy€ A, ||Tz—~Ty|| < L||lz - y]|.

Ponadto mozemy go aproksymowaé z dowolna dokladnogcia za pomoca iteracji
opisanej w twierdzeniu 2 (Delta 8/1980). Problemy znowu sie pojawiaja, gdy
rozwazane odwzorowanie jest lipschitzowskie ze stala L > 1, ale to juz calkiem
inna historia...
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