Pomnézmy réwnanie Newtona dla
czastki o masie m
av
m—=F
dt
przez wektor ¥ opisujacy jej poloienie
w ukladzie inercjalnym
dav
FR=r—f=
dt

= m%(r‘»ﬂ’) - mé*.

Udredniajac w dlugim okresie czasu 7
obie strony otrzymujemy

m (5 9) =77+ (me).

Jedli czastka porusza sie

W ograniczonym obszarze
przestrzennym ze skoriczong predkodcia,
to ¥- ¥ ma réwniez skoriczona wartodé i

<a§t—(1"-6)> %‘/::—t(i".ifdf)z

o

r
—_—0.
0 T—o

27 9)

Stad otrzymujemy
(0% = (Bi) = —3(F 7).
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trzech zmiennych z,y i 2 nazywamy
jednorodng rzedu m, jezeli

f(tz, ty, tz) = t*f(z,y, 2). Twierdzenie
Eulera o funkcjach jednorodnych glosi,
ze dla takich funkcji zachodzi réwnoéé

Potencjal grawitacyjny ®, jak latwo
wida¢, jest funkcja jednorodna
rzedu -1.

Twierdzenie o wiriale

Tomasz KWAST

Moment bezwladnosci jest miara upakowania masy ciala sztywnego lub ukladu
punktéw materialnych wzgledem jakiejs osi. Utwérzmy analogiczna wielkosé
opisujaca rozklad masy wzgledem punktu, nazywana niekiedy ,,biegunowym?”
momentem bezwladnosci. Niech bedzie to

J =) mi(a} +9 + ),
t

gdzie z;, y;, 2; sa wspdlrzednymi punktu o masie m; wzgledem érodka masy
ukladu, a sumowanie wykonuje si¢ po wszystkich masach tworzacych uklad
mechaniczny — moga to byé np. gwiazdy lub galaktyki w gromadzie.

Zmiane J w czasie mozna w naturalny sposéb interpretowaé jako ogdlne
zapadanie sie lub pecznienie gromady. Obliczmy druga pochodna wzgledem
czasu tej wielkosci:

J=2) "m(#®+ 4§+ %) +2)_ mlzi + i + 2),
gdzie dla prostoty zapisu pomineliémy wska#niki . Pierwszym skladnikiem jest
jak widaé, pomnozona przez 4 energia kinetyczna ukladu, a drugim pomnozony
tez przez 4 tytulowy wirial. Jezeli wprowadzimy potencjal oddzialywai ®,

okreslony tak, aby zachodzilo m;%; = — (i podobnie dla y i z), to.dalej
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gdzie v = \/%2 + 2 + 22 to predkodci gwiazd, a Ei oznacza energie kinetyczna
gromady. W celu dokonania ostatniego przeksztalcenia skorzystaliSmy jeszcze
z twierdzenia Eulera (margines) dla potencjalu grawitacyjnego. Dla ukladu
punktéw materialnych jest on bowiem okreslony jako
5 1 m;m;
e Py
1,
gdzie r;; oznacza odleglosé masy m; od masy m;, G stala grawitacji,
a sumowanie wykonuje sie po wszystkich parach wskaznikéw (oczywiscie,
z wyjatkiem 7 = j). Latwo zauwazy¢ zaréwno jednorodnoéé potencjahu, jak
i rzad jednorodnoséci.

) =4FE; + 29,

Wyprowadzony tu wzér na J dowodsi, ze jeieli biegunowy moment bezwladnosc
ukladu punktéw materialnych jest staly lub zmienia sie w czasie liniowo,

to suma energii potencjalnej i podwojonej kinetycznej tego ukladu réwna sie
zeru. To wlasdnie jest treécia twierdzenia o wiriale:

2E; +® =0.

Twierdzenie to bywa czesto stosowane np. w dynamice ukladéw gwiazdowych,
przy czym, spbjrzmy prawdzie w oczy, nie zawsze jest to do korica uzasadnione.
Na usprawiedliwienie trzeba przyznaé, ze wlasciwie niemozliwe jest sprawdzenie,
czy biegunowy moment bezwladnosci gromady gwiazd lub galaktyk zmienia sie
w czasie dokladnie tak, jak wymaga tego zalozenie twierdzenia. Przyjmujemy
wiec, ze jest ono spelnione przynajmniej w przyblizeniu, np. ze w malym
przedziale czasu gromada jest w ogdle stabilna itp., bo w gruncie rzeczy jest to
jedyne, co mozna zrobié¢ chcac twierdzenie zastosowac.

A pozytek z niego moze byé niemaly. Zakladajac np., ze jest ono spelnione dla
gromady galaktyk, mozna oszacowal przecietna mase galaktyki. Pomierzy¢
wprawdzie mozemy tylko rzuty wzajemnych odleglosci galaktyk na sfere
niebieska oraz ich predkosci radialne. Jezeli jednak gromada ma budowe
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regularna, to mozna z tych obserwacji odtworzy¢ érednie odleglodci i predkodci
przestrzenne galaktyk (patrz Delta 7/1989), tj. wielkosci wchodzace do
twierdzenia o wiriale, a stad znaleZ¢ érednia mase galaktyki. Niezgodnoéé

tak wyznaczonych érednich mas galaktyk z ocenianymi na podstawie ich
jasnodci (oceny dynamiczne daja z reguly masy wieksze) mozZna interpretowad
dwojako: albo wyraZnie nie sa spelnione zalozenia twierdzenia (gromada silnie
ekspanduje), albo oprécz galaktyk w gromadach znajduje sie inna niewidoczna
materia. Obecnie wszystko wskazuje na to, ze zachodzi ta druga ewentualnodé.

WeZmy inny przyklad. Zapadajacy sie oblok wodorowy to tez uklad wielu
punktéw materialnych, a jego energia kinetyczna jest w istocie termiczna energia
obloku i wynosi
1

E, = Evaz o= ;NkT,
gdzie N jest liczba czastek o masie m w obloku, T jego érednia temperatura,
a k oznacza stala Boltzmanna. Ostatnia réwno$é zostala tu napisana na mocy
znanego z termodynamiki faktu, e w stanie zblizonym do réwnowagi érednia

energia kinetyczna czastki gazu wynosi EkT' Jezeli przyjaé, ze dla tego obloku

réwniez spelnione jest twierdzenie o wiriale, to calkowita jego energia jest réwna
3
E=E+®=-E,= --z-NkT.

Energia ta, jak widaé, jest ujemna — nic w tym dziwnego, bowiem oblok jest
ukladem ,zwiazanym”. Ma to dalsze konsekwencje. Mianowicie, gdy taki obiekt
traci swoja energie, a jest nia tylko energia mechaniczna (to wasne!), to musi
si¢ ogrzewac! Inaczej méwiac, ma on ujemne cieplo wlasciwe. Ten niezwykle
prosty model opisuje wiec zasadniczy proces zachodzacy w trakcie ewolucji
protogwiazdy, czyli obiektu, ktéry juz éwieci, ale jeszcze nie uruchomil w sobie
reaktora jadrowego.

Tak wiec twierdzenie o wiriale bywa doé¢ skutecznym narzedziem badawczym,
nawet jezeli warunki jego stosowalnogdci traktuje sie z lekkim przymruzeniem oka.
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