Jak udowodni¢ wzor Herona?

Przypominamy, wzér Herona ma postaé Fakt 2. Okregi: wpisany w tréjkat ABC i dopisany

8 = v/p(p — a)(p — b)(p — ¢), gdzie S jest polem tréjkata, do tréjkata ABC (styczny do boku BC i do przedhuzen
_ - : _a+b+ec bokéw AB i AC) sa styczne do boku BC odpowiednio

a,b,c — dlugodciami bokéw tréjkata, p = S w punktack D 1 F. Wéwcuss CF = BD.

Na tytulowe pytanie odpowiadamy zazwyczaj odwolujac sie
do odpowiedniej literatury, w ktérej éw dowéd to fmudne
przeksztalcenia algebraiczne bad# trygonometryczne.

Czy moina wiec udowodnié wzér Herona ,nie rachujac”?
Oczywidcie, Ze tak. Zanim jednak przedstawimy taki
dowdd, przypomnijmy kilka prostych faktéw z elementarnej
geometrii (Czytelnik, ktéry po raz plerwszy styka sie

z tymi faktami, bez trudu je udowodni).

Fakt 1. Dwie ré2ne styczne poprowadzone do danego
okregu z punktu P, lezacego na zewnatrz tego okregu, sa
réwnej dlugodci: tj. PA = PB. (Fakt ten nazywany jest
Najmocniejszym Twierdzeniem Geometrii. Nizej Czytelnik
znajdzie wiele przykladéw na to, jak trafnie nazwa ta
zostala nadana.)

Fakt 8. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do

bokéw BC, AC, AB odpowiednio w punktach D,E, F.
a+b+e

Niech BC =a, AC=b, AB=c¢,p= = . Wéwczas
AE=AF =p-—a,
BF=BD=p-b,
CE=CD=p-—c.
(Patrz rysunek na nastepnej stronie.)
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Fakt 4. Niech S,p, r oznaczaja odpowiednio pole, polowe

obwodu, promieri kola wpisanego w dany tréjkat. Wéwczas

S = pr.

A oto obiecany dowéd wzoru Herona (podal go Sidney
H. Kung). .

A P-G E P-c cP-bg

Rozpatrzmy tréjkat ABC o bokach BC = a,

AC =b, AB = c i wpisany weri okrag o érodku I

i promieniu r. Niech I' bedzie érodkiem okregu
stycznego do boku BC i do przediluzen bokéw AB

i AC, r' zad - jego promieniem. Niech p bedzie polowsg
obwodu tréjkata ABC (tj. p= 2F2+¢
polem. Na mocy faktu 3, AE=p—aiCE=p—ec.
Ponadto CQ = CF = BD = p — b (fakty 1, 2, 3)
iAQ:AE+EC+CQ=p—a+p—c+p—b=p.
Zatem z podobiefistwa tréjkatéw AET i AQI' mamy:

), 2 § - jego

EI I'Q T r
=L 1 e
() AE  AQ’ S p—a p

Nietrudno zauwaiy¢, ze LECI = /ICD oraz

LFCI' = /I'CQ. Stad dostajemy, se ZICI' = 90°. Tak
wiec LECT =180° —90° — £I'CQ = 90° — (90° — LCI'Q) =
= LCI'Q, co znaczy, ie tréjkaty IEC i CQI' s3 podobne.
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Zatem
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Mnozac stronami proporcje (*) i (x*) dostajemy
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Po pomnozeniu stronami powyzszej réwnoéci przez p
i skorzystaniu z faktu 4 otrzymujemy wzér Herona

S=+/plp—a)(p-b)(p—c).

Na koniec zadanie dla Czytelnika.

skad

Niech a, b, ¢ beda, bokami tréjkata, rq, rs, ¥. promieniami
okregéw dopisanych do tego tréjkata, stycanych
odpowiednio do bokéw a,b, ¢, natomiast r — promieniem
okregu wpisanego.

Czytelnik zechce sig zastanowié, jak ,nie rachujac”:
1) wyprowadzié wzory na ra, s, fo (w zaleznoéci od a,b,c),

2) udowodnié, ze: (jak zawsze S oznacza pole, a p — polowe
obwodu)

a)S=ralp—a)=r(p—b) =r.(p— ¢);
b) rra = (p— b)(p — ¢},

c) rir: = p(p — a),

d) rory + rere + rerg = p?,

e) § = ./rrarere,

f)S:a F67¢ =b FaFe =5 TaTh 3
6 + Te fot 1o o+ 15
1 1 1 1
g -=—+—+—.

r Ta s e~
Zauwaimy, Ze zestawiajac b), c) i e) otrzymujemy wzér
Herona.

Waldemar POMPE




