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Liczby p-adyczne

¢ Liczby naturalne mozemy zapisywad za pomoca,
systemu dwéjkowego, czyli uzywajac tylko zer i jedynek;
np. 5 to 101. Ale w systemie dwéjkowym potrafimy
zapisaé takie wszystkie liczby rzeczy wiste, uZywajac
cyir po przecinku — moze ich by¢ nieskoriczenie wiele:
Fentn-1...8180,b1b; ..., gdzie a;, b; 33 zerami lub
jedynkami.

< Rozwaimy twory postaci troche innej (tez w systemie
dwéjkowym): po przecinku musi by¢ skoriczenie wiele cyfr
(zer i jedynek), natomiast przed przecinkiem mose ich
by¢ nieskoficzenie wiele: . .. @160,b0b1 ... b,. Twory te
nazywamy liczbami 2-adycznymi.

& W szczegélnodei kazda liczba, ktéra w rozwinigciu
dwéjkowym ma skorczenie wiele cyfr po przecinku, jest
liczba 2-adyczna; np. 53,625 to +110101,101 (i jako liczba
zapisana w systemie dwéjkowym, i jako liczba 2-adyczna).

< Oba zapisy nie 83 jednoznaczne. W przypadku liczb,
np. 0,111...11,000... oznaczaja te samy liczbe 1,

W przypadku liczb 2-adycznych podobnie ...111,0 i
—...001,0 oznaczaja —1 (bo ...111+1 = a5+ 0);

< W systemie dwéjkowym mozemy stosowad wzdr na
sumg nieskoficzonego ciagu geometrycznego. Na przyklad

1
1+§+§+...=1+0,1+0,01+...:1,111,..=
= 10,000... = 10; korzystajac ze wzoru mamy 3 L =2,

czyli 10 w systemie dwéjkowym.

& Suma liczb1+2+4... jest, oczywiscie, co. Gdybyémy
jednak traktowali je jako liczby 2-adyczne, byloby:
1+10+100+1000...=...111,0 = —1, co zgadza sie ze
WZOTem na sume ciagu geometrycznego (choé¢ dla zwyklych

liczb oczywidcie nie wolno go tu stosowacd): 1—1—2 =-1.
< Liczby 2-adyczne tworza bardzo wazng i ,porzadna”
strukture algebraiczna; sa cialem.

< Oczywidcie analogicznie mosna tworzy¢ liczby
p-adyczne dla innych p niz 2. Niestety, nie zawsze jest
to interesujace; w szczegblnodci nie warto zajmowacd sie
liczbami 10-adycznymi, bo 83 wirdd nich dzielniki zera.

< Cialo liczb 2-adycznych jest homeomorficzne ze zbiorem
Cantora bez jednego punktu.

< Skonstruowanie cial liczb p-adycznych mialo zasadniczy
wplyw na powstanie teorii cial.

Jerzy GRZYBOWSKI

Nasz Czytelnik, pan Adam Janik opowiedzial nam
nastepujaca historie.

Gdy byt studentem I roku matematyki, zaczeto go uczyé
algebry. Po paru miesiacach, podczas rozmowy kuluarowej
na temat algebry, stwierdzil, ze zdecydowanie woli bogatsze
struktury, takie jak cialo, natomiast prostsze: grupa,
piersciedi, niezbyt mu sie podobaja. Na to z oburzeniem
zareagowala jego kolezanka ze studiéw (prawdopodobnie
majac na mysli jedynie algebre):

— Cof ty! Przecies zeby bylo cialo, musi by¢ najpierw
pierscien.

W archiwach Instytutu Matematyki Najwspdlczedniejszej
znajduje sie notatka o seminarium z teorii rozbéjnika

1 wygloszonym tam przez dr. N. referacie »ldealy
trywialne w cialach nietrywialnych”. Kronikarz pisze,

e referat ,rozbudsit duze zainteresowanie stuchaczy

z chwila, kiedy referent zdefiniowatl cialo nietrywialne jako
cialo posiadajace co najmniej trzy elementy. Niestety,
rozbudzona ciekawoéé stuchaczy nie zostala zaspokojona,
gdyz dr N. nie powiedzial, o jakie elementy wladciwie
chodzi”.

Slowniczek trudniejszych terminéw

Grupa - zbiér, w ktérym rozwazamy dzialanie @ majace
pewne przyjemne wilasnodci. W szczegélnodci musi
istnie¢ w grupie element neutralny e (tzn. taki, ze
e®a=a®e=adladowolnego a z tego zbioru).

Pierdciert — grupa, w ktérej okreslone jest takze i drugie
dzialanie ® (rozdzielne wzgledem @), juz niekoniecznie
majace réwnie przyjemne wlagnodci jak @. Element

neutralny dzialania @ nazywamy ,zero”; jesli ® tez ma
element neutralny, méwi sie o tym elemencie ,jedynka”.

Dzielniki zera - elementy a, b piericienia, réine od zera,
takie, Ze a ® b = 0.

Cialo - pierdcien taki, e po wyrzuceniu z niego zera jest
on grupa, ze wigledu na dzialanie ®. Fatwo zauwazyc
(Jak?), e cialo nie moze mie¢ dzielnikéw zera.

Przyklady: zbiér liczb calkowitych z dodawaniem tworzy
grupe, zbidr liczb catkowitych z dodawaniem i mnozeniem
Jest pierécieniem z jedynka, (ale nie cialem!), zbiér liczb
wymiernych oraz zbiér liczb rzeczywistych (z dodawaniem
I mnozeniem) sa cialami.

Zbiory homeomorficzne — zbiory, ktére dla wieln potrzéb
matematycznych moga, by¢ uznawane za takie same
(por. np. EPSILON nr 8).

Zbiér Cantora — pewien bardzo ciekawy podzbiér prostej.
Tworzymy go tak: przedzial domkniety dzielimy na trzy
réwne czeéci, wyrzucamy srodkowsy (zostawiajac korice),
kaidy z dwéch pozostalych odcinkéw dzielimy na trzy
réwne czedci... itd. w nieskoficzonosc. To, co zostanie,
to zbiér Cantora. '

Redakcja EPSILONA: Krzysztof Ciesielski (naczelny), Danuta Ciesielska, Zdzislaw Pogoda, Ananiasz Po§miechowski.
Adres do korespondencji: K. Ciesielski, Instytut Matematyki UJ, Reymonta 4, 30-059 Krakéw, z dopiskiem e.
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