Rys. 1

Nierownosé Ptolemeusza
Jézef BANAS

W geometrii elementarnej mozna spotkad twierdzenie, zwane twierdzeniem
Ptolemeusza. Twierdzenie to zostalo podane przez znanego w starozytnosci
matematyka i astronoma greckiego, Ptolemeusza, zyjacego w latach

okolo 100 — 168. Warto przypomnie¢, ze Ptolemeusz byl twdrca geocentrycznego
systemu budowy $wiata, ktéry opisal w stynnym dziele pt. Almagest. W dziele
tym znajduje si¢ réwniez twierdzenie, o ktérym wyzej wspomniano. Brzmi ono
nastepujaco.

Twierdzenie Ptolemeusza. Hoczyn dlugosct przekgtnych czworokqta wpisanego
w okrag réwny jest sumte tloczyndw dlugodei bokdw przeciwleghych.

Zatem, przy oznaczeniach z rysunku 1, twierdzenie to mozemy zapisaé w formie
rownoscl

ef =ac+bd.

Podamy teraz jeden z prostszych dowoddéw tego twierdzenia, oparty gléwnie na
twierdzeniu cosinuséw. Pozostajac przy oznaczeniach z rysunku 1 zauwazmy,
ze z trojkatéw ABC i ADC otrzymujemy

e =a®+b%—2abcos B,

e =c?+d?—2cdcos D.
Poniewaz czworokat jest wpisany w okrag, wiec B + D = 180°, Stad dostajemy,
ze cos D = — cos B. Uwzgledniajac ten fakt w drugiej z powyzszych réwnosci
otrzymamy

e2 = a® +b% — 2abcos B,

e? =% +d? +2cdcos B.

Mnozac teraz pierwsza réwnosé przez cd, druga zas przez ab oraz dodajac je
pééniej stronami uzyskamy nastepujaca réwnosé
(ab + cd)e? = (a? + b%)cd + (¢ + d°)ab =
= a%cd + b%cd + cZab+ d*ab =
= (ad + be){ac + bd) .
Stad
2 (ad + bc)(ac + bd) ‘

R ab+cd
Zauwazmy dalej, ze rozpatrujac # tréjkaty DAB 1 DAC otrzymamy

f2=0%4+d?~2adcos A,
2 = b2 4 ¢%2 — 2bccosC.
Rozumujac zupelnie analogicznie jak poprzednio dostajemy
£ = (ab + cd)(ac + bd)
bec + ad
Z otrzymanych wzoréw na ¢2 i f2 mamy dalej
e2f2 = (ac+ bd)*?.

Ostatecznie ef = ac + bd, co jest zadana réwnoscia.

Proponujemy teraz Czytelnikowi zadanie, ktére mozna rozwiazaé w prosty
sposdb korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza.

Obliczyé pole caworokata wpisanego w okrag 1 majgcego boki o diugosciach
a, b, c, d, wiedzgc, Ze jego przekgine sq prostopadle.

Postawmy teraz pytanie: Co stanie sie z réwnoscia w twierdzeniu Ptolemeusza,
jezeli odrzucimy zalozenie o tym, ze czworokat jest wpisany w okrag?

Zauwazmy, ze gdybysmy chcieli ,,pdjéé” poprzednia droga, rachunki bardzo sie
skomplikuja.
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Rys. 2

Natomiast bardzo skuteczna metoda okazuje sie tutaj zastosowanie liczb
zespolonych. Metoda ta Jest czesto w geometril stosowana 2 duzym
powodzeniem.

Zalézmy wiec, ze dany jest czworokat wypukly ABCD. WprowadZmy na
plaszczyénie czworokata uklad wspélrzednych kartegjaniskich. Wtedy kazdy
punkt (z,y) tej plaszczyzny moze byé uwazany za liczbe zespolona z = z + 1y
lub te# za wektor z zaczepiony w poczatku uktadu wspélirzednych.

Zatem mozemy uwazaé, ze wierzcholki 4, B, C, D rozwazanego prostokata sa
liczbami zespolonymi 21, 2z, 23, z4 (poréwnaj rys. 2).

— — — —
Wtedy AB = 25 — 21, BC = 23 — 22, CD = 24 — 23, AD = z4 — 21,
— —
AC = z3 — 2y, BD = 24 — 7. Oznaczmy, podobnie jak poprzednio:
a=loz—z| b=l2s— 22|, ¢ = |2a — 2|, d = |za — 21, € = {25 — 2],
f = |24 — 22|. Skorzystajmy nastepnie z latwej do sprawdzenia tozsamosci:
(2.'2 — Zl)(Z4 = 2‘3) + (23 — 2‘2)(24 i 21) = (24 _ ;.."2)(23 - Z]_) .
Stad, biorac moduly z obu stron oraz korzystajac z wlasnosci modulu, mamy
|23 — 21||2a — 22| < |22 — 21|24 — 28] + |23 — 22|24 — 2|
lub inacze]
ef <ac+bd.
Otrzymana nieréwnoéé nosi nazwe nieréwnosct Ptolemeusza. Wypowiadamy ja
geometrycznie w nastepujacy sposob:
Tloczyn diugoscs przekatnych caworokqta wypuklego jest nie wickszy od sumy
loczyndw dlugoser jego bokdw przeciwleglych.
Zauwasmy teraz, ze 7 powyiszego rozumowania mozemy réwniez uzyskad
twierdzenie Ptolemeusza, a nawet cod wiecej.
Rzeczywiscie, latwo zauwazyé, 7e w powyzszej nieréwnogci réwnosé zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy
|(z2 — 21) (2s — 23) + (25 — 22) (24 — 21)|=[(22 — 21) (24 — 23) | + | (23 — 22) (24 — 21).
Z drugiej strony wiemy, ze ostatnia réwnos¢ ma miejsce wtedy 1 tylko wtedy,
gdy wektory u = (22 — 21)(2s — 25) oraz v = (23 — 22) (24 — z1) sa réwnolegle
oraz maja ten sam zwrot. Symbolicznie bedziemy to oznaczali u || v. Zobaczmy,
kiedy to ma miejsce. Prayjmijmy w tym celu ,wygodny” uklad wspoéhrzednych,
a wiec taki, jak na rysunku 3. Pozostafimy przy wprowadzonych oznaczeniach.
Jezeli mnozymy liczby zespolone (24 — 21) oraz (23 — 22), to otrzymamy liczbe
zespolona, ktéra jako wektor tworzy kat z dodatnia pélosia osi OX réwny A+
- dodajemy katy, jakie tworza z ta pdlosia poszczegélne czynniki.
Podobnie (zz — z1)(24 — 23) tworzy kat 0+ 6 = 6. A wiec | v wtedy i tylko
wtedy, gdy katy A + 7 oraz & réznia sie o wielokrotno$é 2m. Otéz
§=w+r=A+D—-n+mr=A+D,
\.—.\,._/
w
A+q=r—B+ A,

skad

u|ve A+ D=r— B+ A(mod2r) & B+D=m.

Otrzymany zwiazek oznacza, ze na czworokacie ABCD mozna opisaé okrag.
Zatem efektem powyiszych rozwazan jest nastepujacy wniosek:

W nieréwnosci Ptolemeusza réwnodé zachodzi wiedy i tylko wtedy, gdy na
czworokacie ,,skojarzonym z ta nierdwnosciq” moina opisac okrag.

L. 1

Rozwigeanie sadenia M 676. Zauwaimy, e

¥ Bops .

(w—z){w—y)(w—-2)=w" —w'(z+y+z2)+wlzy+yz+ 2z) — zy=.

(To sa po prostu wzory Viete'a dla réwnania trzeciego stop

— 1) (w — 2){w —3).

me, to spelnia go




