Symetryczne twierdzenia
Zdzistaw POGODA

Czy w dziesieciu rzedach mozna tak posadsié
dziesieé drzew, seby w kazdym rzedzie byly
dokladnie trzy drzewa? Oczywiscie, jesli wyobrazimy
sobie rzedy jako réwnolegle grzadki, to bedzie

klopot z takim rozsadzeniem drzewek. Lecz gdy
srezygnujemy z réwnoleglosci rzedéw (zachowujac
ich prostoliniowos¢), wtedy zadanie da si¢

rozwiazaé; otrzymujemy pewnga konfiguracje rzedéw
i drzew (rys. 1). \l ‘

Rys. 1

A co by bylo, gdyby w tresci zadania zamienié slowa
,rzedy” i, drzewa” miejscami, naturalnie tak, zeby
calo$¢ miala sens? Brzmialoby to mniej wiecej tak: jak
przez dziesieé drzew poprowadzi¢ dziesieé rzedéw, aby
kazde drzewo znalazlo sie w dokladnie trzech rzedach?

Zauwazmy, ze zaproponowana konfiguracja jest

takze 1 w tym przypadku dobra. Odznacza si¢ ona
swoista symetria ze wzgledu na rzedy i drzewa.
Thumaczac otrzymany uklad na jezyk prostych (rzedy)
i punktéw (drzewa) dostaniemy konfiguracje nazywana
czasem konfiguracja Desarguesa. Jest ona graficzna
ilustracja pewnego waznego twierdzenia, znanego jako
twierdzenie Desarguesa.

Twierdzenie to mozna sformulowaé w nastepujacy
sposéb:

Jesli proste przechodzqce przez odpowiednie wierzchotki
tréjkatéw ABC 1 A' B'C’ przecinajq sie w jednym
punkcie (S), to proste bedace przediuzeniami
odpowiednich bokdw tych tréjkatéw przecinajq sie

w punktach lezqcych na jednej prostes (s) (rys. 2).

Moze sie zdarzyé, ze jakas para prostych nie
przetnie sie; dla prostych réwnoleglych uméwimy
sie, e przecinaja si¢ w nieskoriczonosci. Pray takiej
umowie twierdzenie zachowa swdj sens réwniez

i w szczegblnych przypadkach.
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Rys. 2

Co sie stanie, gdy wykonamy podobny eksperyment
jak w przypadku drzew i rzedéw i zamienimy w
twierdzeniu miejscami slowa ,,punkty” i ,,proste”?
W szczegblnodci stwierdzenie ,,trzy proste przecinaja
sie w jednym punkcie” zostanie zastapione przez
zwrot ,trzy punkty leza na jednej prostej” i ogélniej
»prosta przechodzi przez punkt” nalezy wymieni¢ na
,punkt lezy na prostej”. Ostateczny wynik jest taki,
ze zalozenia zamienia sie miejscami z teza. Powstanie
jakby lustrzane odbicie twierdzenia Desarguesa.

I to twierdzenie jest réwniez prawdziwe; nazwano je
odwrotnym twierdzeniem Desarguesa.

Punkt S z twierdzenia nazywa sie §rodkiem
perspektywy tréjkatéw ABC i A'B'C’, a prosta s
osia perspektywy tychie tréjkatéw. Mozemy sie te:
uméwié, ze tréjkat to trzy niewspélliniowe punkty
i trzy laczace je proste.

Prazygladajac sie tym okre§leniom zauwasymy, ze pray
zamianie punkty+«+proste definicja srodka perspektywy
przejdzie w definicje osi i odwrotnie, natomiast
poprzednio ,spreparowana” definicja tréjkata jest
nieczula na takie zmiany.

Twierdzenie Desarguesa mozemy teraz sformulowaé
elegancko: )
Duwa trdjkaty maja $rodek perspektywy wiedy ¢ tylko
wtedy, gdy majq of perspektywy.

Otrzymalismy twierdzenie odznaczajace sie ciekawa
symetria — zamieniajac miejscami slowa ,,punkty”

i ,proste” (oraz odpowiednie zwroty) uzyskaliémy to
samo twierdzenie, tyle ze lewa strona réwnowaznosci
przejdzie na prawa i odwrotnie.

To doéé nieswykle zjawisko charakterystyczne jest dla
pewnego dzialu geometrii zwanego geometria rzutowa.




Twierdzenia z geometrii rzutowe] charakteryzuja sie
tym, ze konfiguracje, ktére je opisuja, nie zmieniaja
sie przy rzutowaniu z plaszczyzny na plassczyzne.

Tak wlasnie zachowuje si¢ konfiguracja Desarguesa:
gdy zrzutujemy ja na inna plaszczyzne, to nietrudno
zauwazyé, ze powstanie tam analogiczna konfiguracja.
Ale inna cecha tej teorii jest jej swoista symetria ze
wzgledu na zamiane stéw ,prosta” i ,,punkt”. Nie
znaczy to, ze kazde twierdzenie ma te wlasnoéé co
twierdzenie Desarguesa; zmiana powoduje, iz moze
powstaé zupelmie nowe, nieoczekiwane zdanie,

ktdre jest réwnies twierdzeniem geometrii rzutowej.
Podobnie rzecz sie ma z definicjami; z definicji
jakiego$ obiektu otrzymujemy definicje na ogél innego
obiektu czy tez pojecia geometrii rzutowej. Zauwazmy,
ze obiektem ,symetrycznym” do prostej traktowanej
jako zbiér punktéw bedzie pek prostych wyznaczonych
przez ustalony punkt.

Opisane zjawisko nazwano zasada dualnosci. Dodaje
ona geometrii rzutowe]j osobliwego uroku.

Ilustracja moze by¢ wersja twierdzenia Desarguesa dla
trzech tréjkatéw:

Jesli odpowiednie wierzcholtks trzech tréjkatéw lezg na
trzech prostych przecinajacych sie w jednym punkcie,
to trzy oste perspektywy powstale dla kazdej pary
tréjkatéw przecinajq si¢ w jednym punkcie (rys. 3a).

Rys. 3a

Tu ,,lustrzane odbicie” rézni sie od oryginatu:

Jedli odpowiednie boki trzech tréjkatdw przecinajq ste
po trzy w trzech réznych wspdthiniowych punktach,

to trzy Srodki perspektywy powstale dla kazdey pary
trégkatow lezq na jednej prostes (rys. 3b).
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Dowody obu faktéw sa prostym zastosowaniem
twierdzenia Desarguesa.

Wréémy jeszcze na chwile do konfiguracji Desarguesa.
Ma ona jeszcze jedna niezwykla ceche. Role érodka
perspektywy mose gra¢ dowolny punkt z konfiguracji
wskazany przez nas. Potrafimy wtedy wyréznié
odpowiednie tréjkaty i oé perspektywy (rys. 4).

Rys. 4

Podobnie dowolna prosta z konfiguracji moze graé
role osi perspektywy. Czy analogicznie zachowuja
sie konfiguracje z pozostalych przedstawionych tu
twierdzen?

Na koniec jeszcze jedna konfiguracja zwana tez
konfiguracja Pappusa (rys. 5):

L

Rys. 5

Czytelnik zechce sam sformulowaé odpowiednie
twierdsenie oras twierdsenie dualne (czyli
»Symetryczne® do danego ze wzgledu na zamiane
prosta—punkt). Tu takse istnieje wersja w jezyku
drzew i rzedéw. Jaka?




