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Rys. 1. Méwimy, ie figura plaska ma
niepuste wnetrze, jeieli zawiera ona
pewne kolo. Figura na rysunku a)
ma niepuste wnetrze, a na rysunku b)
— puste.
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Rys. 2. Czefi€ ciemna to K N Se(K).
Jest ona frodkowo symetryczna.
Ponadto zbiér K n B' jest podzbiorem
K N So(K).

Oczywiscie, model jest w pelni deterministyczny. Nasladujac idee Boltzmanna
moina do modelu wprowadszi¢ losowoéé. W tym celu moina przyjac, ze zbiér S
nie jest zadany z géry, lecz, ie kaidy punkt P, ..., P,, niezaleznie od
pozostalych, jest z prawdopodobieristwem f = % zaliczany do S, gdzie § jest

ustalone i mniejsze od % Nastepnie mogna obliczy¢ warto$¢ érednia régnicy
N.(t) — Np(t). Wynik jest nastepujacy

(N.(t) — No(£)) = (1 — 28)"" 1" (N (0) — No(0)) -
Zatem dla n bardzo duiego liczby czarnych i bialych kul beda sie wyréwnywaly

wykladniczo wraz ze warostem czasu t (¢ < n), niezalesnie od stanu
poczatkowego. Jest to odpowiednik twierdzenia H Boltzmanna.

Otrzymany wynik wskazuje na Zrédlo nieodwracalnosei — jest nim wprowadzenie
do modelu elementéw ,,pozamechanicznych”: usrednienia oraz przejscia
granicznego, obcych indywidualnym ukladom mechanicznym. W modelu Kaca
usérednia sie po zbiorach S i rozwaza granice przy n — co. Jest to pelna analogia
do modelu Boltzmanna. To sugeruje, ze réwnanie Boltzmanna nalezy traktowad
jako ,dcisle w pewnym uérednieniu”. Niestety, tej intuicji — nawet dzisiaj,

120 lat po powstaniu teorii Boltzmanna — nie udalo sie nadaé zadowalajacego
matematycznego ksztaltu. Naleiy praypuszczaé, ie zagadnienia te w dalszym
ciagu beda wzbudzaly silne emocje i gorace dyskusje (por. Prigogine i Stengers,
Z chaosu ku porzedkows, PIW 1990).

Symetrie, symetrie, symetrie
Piotr HAJEASZ

Gdy mamy dowolny, np. bardzo ,,paskudny” zbiér, to wydaje sie, Ze nie mo#na
dopatrzeé si¢ w nim Zadnych symetrii. Dlatego przeczy troche naszej intuicji
nastepujacy fakt:

Dowolna plaska figura ograniczona o niepustym wnelrzu (izn. zawierajeca pewne
kolo) jest sumaq skoticzone; liczby (niekoniecznie rozlacznych ) figur Srodkowo
symetrycznych.

Whbrew poszorom, dowéd tego nie jest trudny. Figure oznaczmy przez K, przez B
za$ kolo w niej zawarte. Niech ponadto S, oznacsa symetrie srodkowa wzgledem
punktu a. Nietrudno zauwaiyé, ge figura K N Se(K) jest srodkowo symetryczna.
Ponadto figura ta zawiera te czeéé zbioru K, ktéra jest przykryta przez kolo

B' = 8,(B). Poniewas figur¢ K mo#na przykry¢ za pomoca skoriczonej liczby
takich két S,, (B), - - -, Sa, (B) (pray odpowiednio dobranych ay, ..., a,), wiec
figura K jest suma figur érodkowo symetrycznych K N S,, (K)ivs oy B 015y (K]

Podobnie w innych pozbawionych symetrii sytuacjach mozemy dowolny ,,obiekt”
przedstawié za pomoca ,,obiektéw symetrycznych”. A oto przyklad (niezbedne
wyjadnienia znajduja sie na marginesie sasiednie] strony).

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Wowczas kaida bijekcje F: X — X mozna
praedstawié jako zloiente dwdch inwolucyi.

Ktoé moze zaprotestowad. Nie ma tu przeciez mowy o zadnej symetrii. My
jednak odpieramy atak méwiac, se stowo symeiria pisalismy w cudzyslowie,

a wiec mieliSmy na myéli cod, co tylko w jakimg stopniu przypomina symetrie.
A czy inwolucja przypomina symetrie? Zastanéwmy sie, co wyrdinia symetrie
spofréd izometrii. Otéz, symetrie to takie izometrie, ktére zastosowane
dwukrotnie (dwukrotnie ta sama symetria) daja identycznoéé. Tak jest
rzeczywiécie dla symetrii wzgledem punktu, prostej, plaszczyzny i... juz dla
sadnej innej izometrii (dlaczego?). A wiec symetrie to te izometrie, ktdre

sa inwolucjami. Smialo wiec mozemy w przypadku dowolnego zbioru inwolucje
uznaé za prawidlowe uogélnienie symetrii.
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Bijekeja nazywamy kazde
przekszialcenie F : X — X, ktére jest
réinowartofciowe i na. Natomiast
inwolucja to takie nieidentycznodciowe
przeksztalcenie §: X — X,

ze §(S(z)) = = dla kaidego z € X
(symbolicznie 5 0 § = Id).

Praca Wojciechowskiego ukazala sie

w Wiadomosciach Matematycznych, 27
(1986), str. 75-80, jej zaf skrét (jak
kaidej swycieskiej w Konkursie), ukazal
sie w Delcie 1/1985.

Rys. 3

Rys. 4

Nie bedziemy dowodzié twierdzenia o postaci bijekcji F : X — X.

Dowdd pozostawiamy zainteresowanym Czytelnikom (mozna go znaledé

w Wisdomodciach Matematycznych, 22 (1980) str. 327). Nie jest on bardszo
trudny. Zresszta zbyt trudny by¢ nie moze, bo skoro o zbiorze X niczego nie
zakladamy, to nie mamy zbyt duzego wyboru w szukaniu rozwiazai. Gléwna
trudnoéé polega na umiejetnodci poruszania si¢ w abstrakcyjnej sytuacji: skoro
zbidr jest dowolny, wiec trudno jest cokolwiek narysowad i ,zobaczyé”.

Symetrie dostarczaja tez innego rodzaju niespodzianek. W Wiadomodciach
Matematyeznych 23 (1980) zostalo zamieszczone zadanie nastepujacej tredci:

Udowodnid, zZe jesli F jest figurq ograniczong (zawarte w plaszczysnie), majgcq
Srodek symetrii nalezgey do tey figury, to F nie mozna rozlosyé na dwie rozlgczne
figury przystajace.

Mimo iz Redakcja nie znala dowodu, to jednak teza wydawala sie na tyle
oczywista (no bo skoro niby oba skladniki maja byé przystajace, to do obu
»musi” naleseé §rodek symetrii, co przecsy ich rozlacznoéci), ze zostalo
napisane ,,udowodni¢”, a nie ,,csy prawda jest”. No i niespodzianka. Michal
Wojciechowski znalazt kontrprzyklad, zdobywajac dzieki temu sloty medal
w Konkursie Prac Uczniowskich z Matematyki w 1984 r. Oprécz owego
kontrprzykladu wymyslit i udowodnil, tym razem jus prawdziwe, nastepujace
twierdzenie:

Figura ograniczona, zawarta w plaszczyinie 1 zawierajgca swdy Srodek symetrs,
nie moze byc przedstawiona jako suma dwdch rozlgeznych figur przystajacych
t §rodkowo symeitrycznych.

Zastosowanie symetrii bardzo czesto prowadzi do blyskotliwego rozwiazania
zadania. Najprostszym przykladem jest nastepujace, powszechnie znane,
zadanie:

Mamy dwa punkty A i B lezace po jednej stronie prostej p. Znaleé¢ na prostes p
taks punkt C, aby suma odleglosci AC + BC byla najmniejsza.

Odbijamy punkt B symetrycznie wegledem prostej p i... kazdy z Czytelnikow

' 7 pewnoscia widzi jus rozwiazanie.

Nieco trudniejsze (choé niewiele) jest nastepujace zadanie:

Wewnatrz kata ostrego dany jest punkt A. Znales¢ takie punkty B i C na obu
ramionach tego kqta, aby obwdd trdjkgta ABC byl najmniejszy.

Czytelnik z pewnoscia bez trudu rozwiaze to zadanie.

Powyisze dwa przyklady na zastosowanie symetrii w rozwiazywaniu zadan
geometrycznych sa standardowe, natomiast przyklad przedstawiony ponizej jest
zaskakujacy i nietrywialny.

Udowodni¢, Ze za pomocq samey linijk: nie mozna skonsiruowaé srodka danego
kola.

Dowéd przedstawiony ponize] jest trudny. Trzeba mu sie troche poprzygladaé,
zanim stanie si¢ oczywiste, Ze jest on poprawny.

Rozwazmy dwie przecinajace sie plaszczyzny 71 i w3 (rys. 3). Niech narysowane
na nich okregi O; i O; beda symetryczne wzgledem plaszczyzny dwusiecznej.
Moszna wykazafd, Ze okregi O; i Oy sa praekrojami stozka o wierzchotkn O

(i eliptycanej podstawie) plaszcayznami =, i 73, jak na rysunku 4 (intuicyjnie
jest to prawie oczywiste, ale jak to écifle wykazaé?). Przypuéémy, se potrafimy
narysowac srodek okregu O; za pomoca samej linijki. Jedli bedziemy linijka
rysowal proste w plaszczyinie m;, to przy rzutowaniu wzgledem srodka O beda
one przechodzié na proste rysowane w plaszczyinie 2. A wiec cala konstrukcja
srodka okregu O; za pomoca linijki przejdsie przy rzutowanin wzgledem

Srodka O na konstrukcje érodka okregu O,. W ssczegblnosci drodek okregu O,
przejdzie przy rzutowaniu wigledem O na érodek okregu O2, co, jak widaé na
rysunku, nie jest prawda.

Uzyskana sprzecznoé¢ dowodzi niewykonalnodci powyiszej konstrukcji.
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