,Paradoksy” symetrii czasowe]

Mirostaw LACHOWICZ

Podstawowa teoria fizyczna, opisujaca szeroki krag zjawisk, jest klasyczna
mechanika newtonowska. W jej ramach mozna traktowaé dowolne cialo

jako zbiér oddzialujacych na siebie obiektéw mikroskopowych (czastek).

Owe obiekty tworza uklad, ktérego zachowanie w czasie opisuja réwnania
réiniczkowe zwyczajne (réwnania Newtona). Istotna cecha ukladu jest jego
odwracalnoéé w czasie. Wynika ona z faktu, iz transformacja t — —¢ nie zmienia
postaci réwnai (réwnania Newtona sa rzedu drugiego). Jesli znany jest stan
poczatkowy, to mozna okresli¢ zaréwno przeszlodé, jak 1 przyszlosé ukladu, pray
czym nie ma mozliwogci, aby ,0drézni¢” to, co przeszle, od tego, co przyszle.

Oczywiscie, w ramach mechaniki klasycznej nie da sie wytlumaczyé

(na przyklad), dlaczego kostka cukru rozpuszcza sie w herbacie i dlaczego

nikt nie zaobserwowal zjawiska odwrotnego. Teoria, ktéra opisuje procesy
nieodwracalne jest termodynamika. Druga zasada termodynamiki
(sformulowana po raz pierwszy w roku 1852 przez Thompsona) wyznacza
kierunek czasu (odréznia przeszle od przyszlego). Jedno z mozliwych
sformulowari drugiej zasady termodynamiki, poprzez wprowadzone w 1865 roku
przez Clausiusa pojecie entropit, méwi, ze entropia ukladu izolowanego rosnie
w czasie.

Prébe ,wydedukowania” nieodwracalnodci z odwracalnej mechaniki klasycznej
podjal Boltzmann (1872). Rozwazal on 6-wymiarowa przestrzeh fazowa polozen
i pedéw (taw. przestrzed p). Kaida z N czastek ukladu reprezentowana

byla przez pewien punkt w tej przestrzeni. Zakladal nierozréznialnodé

czastek i nie interesowat sie ich polozeniami w przestrzeni u, lecz gestosdcia
prawdopodobieristwa (tzw. funkcjq rozkladu) jednej (statystycznej) czastki.

W oparciu o mechanike klasyczna oraz tzw. hipoteze o molekularnym chaoste
wyprowadzil réwnanie opisujace ewolucje w czasie funkcji rozkladu.

Hipoteza o molekularnym chaosie, sformulowana w 1857 roku przez Clausiusa,
méwi o statystycanej niezaleznosci stanéw czastek. To wlasnie przyjecie tej
hipotezy wprowadzilo do modelu Boltzmanna ,Jlosowodé”? i opisowi nadalo
charakter statystyczny.

Nie bede tutaj opisywaé samego réwnania Boltzmanna, ktére jest
skomplikowanym nieliniowym réwnaniem rézniczkowo-catkowym, lecz oméwie
waina konsekwencje tego réwnania — slynne twierdzenie H Boltzmanna.
Twierdzenie H méwi, #e rozwiazaniu réwnania Boltzmanna mozna przypisad
pewna wielkoé¢ H = H (t), zwana funkcjq H Boltzmanna, majaca te sama
wlasnodé co entropia S. Méwiac écidlej, H maleje w czasie, a zatem odgrywa role
—8, entropii z przeciwnym znakiem.

Czy mozZna zatem uznaé, de problem nieodwracalnosci zostal rozwiazany,
a druga zasada termodynamiki sprowadzona do mechaniki newtonowskiej? Nie,
tak, oczywidcie, nie jest!

Watpliwodci co do koncepcji Boltzmanna — wyprowadzenia nieodwracalnogci
z mechaniki klasycznej — pojawily sie wkrétce po opublikowaniu jego pracy.

Kelvin oraz, nieco pbéniej, Loschmidt (1876) zauwasyli, ze nieodwracalnosé
zawarta w teorii Boltzmanna nie moze by¢ traktowana jako wniosek z mechaniki
klasycznej. Jak juz wspomnialem, réwnania mechaniki klasyczne] sa
symetryczne wzgledem zmiany kierunku czasu, tzn. wzgledem transformacji

t — —t. Tymczasem po dokonaniu tej transformacji funkcja H staje sie rosnaca,
co przeczy twierdzeniu H. Jest to tak zwany paradoks odwracalnoser.
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Drugi paradoks pochodzi od Zermelo (1896) i nazwany jest paradoksem
powracalnosci. Opiera si¢ on na twierdzeniu Poincarégo, ktére méwi, ze kazdy
zachowawczy i zamkniety uklad mechaniczny powraca, po dostatecznie dlugim
czasie, do dowolnie malego otoczenia prawie kazdego stanu poczatkowego.
Zatem funkcja H, ktéra poczatkowo maleje, powinna nastepnie rosnaé, aby pray
powrocie w poblize stanu poczatkowego prayjmowad wartodci bliskie wartodciom
poczatkowym. Poniewas jednak funkcja H caly czas maleje — pojawia sie
sprzecznoéé.

Przytoczone paradoksy wyragnie wykazuja, ze teoria Boltzmanna nie moze by¢
konsekwencja jedynie czysto mechanicznego modelu. Jak Jjuz wspomnialem,

w modelu Boltzmanna elementem spoza mechaniki klasycznej byla hipoteza
o molekularnym chaosie nadajaca modelowi charakter statystyczny. To wlagnie
wprowadzenie tej hipotezy czyni model nieodwracalnym. Zatem zrozumienie
nieodwracalnogci modelu sprowadza sie do zrozumienia istoty hipotezy

o molekularnym chaosie.

Miedzy Boltzmannem a jego oponentami toczyla sie bardziej walka na slowa nis
na argumenty naukowe. Boltzmann do korica #ycia byl przekonany o slusznosci
swojej teorii, nie mégl jednak odeprzeé stawianych mu zarzutéw. By¢ mozge
swiadomos¢ trudnodci, jakie 6w problem w sobie kryje, mogla byé przyczyna
samobdjczej mierci Boltzmanna w 1906 roku.

Sprébujmy wyjasni¢ opisane paradoksy na uproszczonym modelu, kidry

zawiera wszystkie istotne cechy modelu fizycznego, ale jest na tyle prosty,

ze analiza staje sie przejraysta. Model ten nosi nazwe kofowego modelu Kaca
(opis mozna znale#é w ksiazce Marka Kaca Kilka zagadniert stochastycaznych
frzyki « matematyki, PWN 1961). Rozwaimy na okregu n punktéw Py,..., P,
rozlozonych réwnomiernie w porzadku wyznaczonym przez kierunek ruchu
wskazéwek zegara. Zaléimy, je 2m < n i m punktéw jest zaznaczonych:

tworza one zbiér §. Pomiedzy kazdymi dwoma kolejnymi punktami Py i1 Prpy
(przyjmujemy, e Poyy = Py, Poyo= P> itd.) znajduje sie kula o jednym

z dwéch koloréw: biala lub czarna. W jednostce czasu kaida kula przesuwa

si¢ 0 jedno miejsce w kierunku ruchu wskazéwek zegara (tzn. kula, ktéra byla
pomiedzy P; i P;, znajdzie si¢ miedsy P;y1 i Ppy2). Kula zmienia kolor wtedy
i tylko wtedy, gdy przechodzi przez punkt ze zbioru S. Zagadnienie formuhuje
si¢ w ten sposéb, e dla zadanego poczatkowego rozkladu koloréw nalezy znalefé
rozklad po t krokach. Wprowadimy nastepujace oznaczenia: Nc(t) oraz Ny(t) sa
odpowiednio liczbami czarnych i bialych kul w chwili . Ponadto

. {~1, gdy P; € S,
ay =

1, gy P, ¢85
oraz
i) = 1,  jezeli kula miedzy P; i Py jest czarna w chwili ¢,
TVl =1, jezeli kula mieday P; i P;y, jest biala w chwili ¢,
dlaj=1,...,n

Ewolucje ukladu w czasie okreéla nastepujace réwnanie:

fi(t) = a;fi-1(t —1),
gdyz kula znajdujaca si¢ miedzy P; i P;y wchwili ¢ przyszla tam z polozenia
miedzy P;_; i P; w chwili t — 1 zmieniajac kolor lub nie, zaleznie od tego czy
punkt P; jest w zbiorze S, czy nie. Stad otrzymujemy

fi(t) = aa;_1 ... aj_s41f;-4(0) .
Réwnanie to opisuje dynamike danego modelu, a zatem moze byé uznane za
odpowiednik réwnar mechaniki klasycznej. Podobnie jak te réwnania rozwagany
model jest zaréwno odwracalny jak i ma wlasnoéé powracalnodci. Zmieniajac
kierunek ruchu po okregu (co odpowiada transformacji t — —t) wraca sie do
punktu wyjécia: model jest wiec odwracalny. Powracalnodé Jjest réwnie latwa
do zaobserwowania, gdyz model jest okresowy o okresie 2n. Faktycznie, po n
krokach kazda kula wréci do swojego poczatkowego polozenia przechodzac
przez wszystkie punkty zbioru S. Bedzie miala wtedy kolor WYZNacZONy przes
(=1)™£;(0). Zatem po 2n krokach kula wréci do swojego poczatkowego koloru:

(=1)™£;(0) = £;(0).
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Rys. 1. Méwimy, ie figura plaska ma
niepuste wnetrze, jeieli zawiera ona
pewne kolo. Figura na rysunku a)
ma niepuste wnetrze, a na rysunku b)
— puste.
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Rys. 2. Czefi€ ciemna to K N Se(K).
Jest ona frodkowo symetryczna.
Ponadto zbiér K n B' jest podzbiorem
K N So(K).

Oczywiscie, model jest w pelni deterministyczny. Nasladujac idee Boltzmanna
moina do modelu wprowadszi¢ losowoéé. W tym celu moina przyjac, ze zbiér S
nie jest zadany z géry, lecz, ie kaidy punkt P, ..., P,, niezaleznie od
pozostalych, jest z prawdopodobieristwem f = % zaliczany do S, gdzie § jest

ustalone i mniejsze od % Nastepnie mogna obliczy¢ warto$¢ érednia régnicy
N.(t) — Np(t). Wynik jest nastepujacy

(N.(t) — No(£)) = (1 — 28)"" 1" (N (0) — No(0)) -
Zatem dla n bardzo duiego liczby czarnych i bialych kul beda sie wyréwnywaly

wykladniczo wraz ze warostem czasu t (¢ < n), niezalesnie od stanu
poczatkowego. Jest to odpowiednik twierdzenia H Boltzmanna.

Otrzymany wynik wskazuje na Zrédlo nieodwracalnosei — jest nim wprowadzenie
do modelu elementéw ,,pozamechanicznych”: usrednienia oraz przejscia
granicznego, obcych indywidualnym ukladom mechanicznym. W modelu Kaca
usérednia sie po zbiorach S i rozwaza granice przy n — co. Jest to pelna analogia
do modelu Boltzmanna. To sugeruje, ze réwnanie Boltzmanna nalezy traktowad
jako ,dcisle w pewnym uérednieniu”. Niestety, tej intuicji — nawet dzisiaj,

120 lat po powstaniu teorii Boltzmanna — nie udalo sie nadaé zadowalajacego
matematycznego ksztaltu. Naleiy praypuszczaé, ie zagadnienia te w dalszym
ciagu beda wzbudzaly silne emocje i gorace dyskusje (por. Prigogine i Stengers,
Z chaosu ku porzedkows, PIW 1990).

Symetrie, symetrie, symetrie
Piotr HAJEASZ

Gdy mamy dowolny, np. bardzo ,,paskudny” zbiér, to wydaje sie, Ze nie mo#na
dopatrzeé si¢ w nim Zadnych symetrii. Dlatego przeczy troche naszej intuicji
nastepujacy fakt:

Dowolna plaska figura ograniczona o niepustym wnelrzu (izn. zawierajeca pewne
kolo) jest sumaq skoticzone; liczby (niekoniecznie rozlacznych ) figur Srodkowo
symetrycznych.

Whbrew poszorom, dowéd tego nie jest trudny. Figure oznaczmy przez K, przez B
za$ kolo w niej zawarte. Niech ponadto S, oznacsa symetrie srodkowa wzgledem
punktu a. Nietrudno zauwaiyé, ge figura K N Se(K) jest srodkowo symetryczna.
Ponadto figura ta zawiera te czeéé zbioru K, ktéra jest przykryta przez kolo

B' = 8,(B). Poniewas figur¢ K mo#na przykry¢ za pomoca skoriczonej liczby
takich két S,, (B), - - -, Sa, (B) (pray odpowiednio dobranych ay, ..., a,), wiec
figura K jest suma figur érodkowo symetrycznych K N S,, (K)ivs oy B 015y (K]

Podobnie w innych pozbawionych symetrii sytuacjach mozemy dowolny ,,obiekt”
przedstawié za pomoca ,,obiektéw symetrycznych”. A oto przyklad (niezbedne
wyjadnienia znajduja sie na marginesie sasiednie] strony).

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Wowczas kaida bijekcje F: X — X mozna
praedstawié jako zloiente dwdch inwolucyi.

Ktoé moze zaprotestowad. Nie ma tu przeciez mowy o zadnej symetrii. My
jednak odpieramy atak méwiac, se stowo symeiria pisalismy w cudzyslowie,

a wiec mieliSmy na myéli cod, co tylko w jakimg stopniu przypomina symetrie.
A czy inwolucja przypomina symetrie? Zastanéwmy sie, co wyrdinia symetrie
spofréd izometrii. Otéz, symetrie to takie izometrie, ktére zastosowane
dwukrotnie (dwukrotnie ta sama symetria) daja identycznoéé. Tak jest
rzeczywiécie dla symetrii wzgledem punktu, prostej, plaszczyzny i... juz dla
sadnej innej izometrii (dlaczego?). A wiec symetrie to te izometrie, ktdre

sa inwolucjami. Smialo wiec mozemy w przypadku dowolnego zbioru inwolucje
uznaé za prawidlowe uogélnienie symetrii.
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