Tecza
Grzeqgorz DERFEL

Tecza jest dodé powszechnym zjawiskiem meteorologicznym. Rzadko §

jednak wystepuje w pelnej krasie prezentujac wszystkie szczegdly
swojej budowy. Dlatego warto je wymienié.

Tecza sklada sie 2 dwéch ukéw. Luk wewnetrzny, zwany
pierwotnym, ma promieri katowy (kat widzenia promienia okregu,
ktérego fragmentem jest ten luk) okolo 42°, luk zewnetrzny
(wwtdrny”) — okolo 50°. W tuku pierwotnym najbardziej wewnetrzna
barwa, jest fiolet, najbardziej zewnetrzna — czerwie. W luku
wtdérnym kolejnodé barw jest odwrotna. Obszar miedzy lukami
stanowi pas wyraZnie ciemniejszy od reszty nieba. Wewnatrz luku
pierwotnego widoczne =3 czasem tak zwane luki nadlicsbowe, ktérych
najwyragniejsze barwy to résowa i zielona. Srodek wszystkich

lukéw ledy na prostej przechodzacej przes Sloiice i oko obserwatora.
Wyglad teczy bywa réiny, zaleznie od wielkodci kropel: duze krople
o érednicy 1-0,5 mm daja tecze o jaskrawych barwach, bardzo male
(0,05 mm) daja tecze niemal biala. Swiatlo pochodzace od teczy jest
prawie calkowicie spolaryzowane w plaszczyinie padania.

Wobec uroku teczy nikt chyba nie pozostaje obojetny.
Zainteresowanie nia ma jednak podloze nie tylko estetyczne. Tecza
stanowila wyzwanie dla nczonych wszystkich epok. Na lidcie tych,
ktérey podwiecili jej uwage, znajdujemy wiele znakomitych nazwisk.
Modna powiedzieé, ze historia poznania teczy ilustruje historie fizyki.

Udokumentowane wysitki naukowego wyjasnienia teczy licza

sobie ponad 2000 lat. Jug Arystoteles (384-322 p.n.e.) podjal

takg prébe. Ustalil, ze tecza nie jest obiektem materialnym, lecz
powstaje w oku obserwatora dzieki odbiciu $wiatla stonecznego

od kropelek tworzacych chmure. Z badaniem tecsy wiage sie ted
jedno 3 pierwssych doéwiadczen przeprowadzonych pray $wiadémym
wykorsystaniu modeln. Teodoryk z Freiburga w 1304 r. uzyl
kulistych naczyn szklanych napelmionych woda do odtworzenia drogi,
wedhus ktdrej swiatlo rozchodszi sie¢ w kroplach deszczu. Uzyskal
poprawne wyniki, lecz ich interpretacja jest z dsisiejszego punktu
widzenia nie do przyjecia. Mimo to dzielo Teodoryka De iride

{,O teczy”) pozostaje znaczace dzieki niescholastycznemu podejéciu
do problemu,

Nieprsemijajaca wartodé ma wyjadnienie teczy w ramach optyki
geometrycznej podane w 1637 r. przez René Descariesa w traktacie
Les Météores, pofwieconym zjawiskom atmosferycznym. Podejécie
takie jest uiytecznym przyblizeniem zamieszczanym dzié w wielu

podrecznikach.

Drigki pracochlonnym obliczeniom (2 uiyciem sformulowanego

w 1621 r. przez Snella prawa zalamania) Descartes znalazt drogi

- wielu promieni réwnoleglych padajacych na krople w réénych

jej punktach (to jest pod réznymi katami). Promienie takie sa
pokazane na rysunkach 1i 2 dla jednej barwy, dla ktérej przyjeto
wapSlezynnik zalamania n = 1,33. Pominigto promienie odbite

i salamane, nie biorace udzialu w tworzeniu teczy.

Wspélpraca
czlowieka
Z maszyna

Jan RUSINEK

Juz blisko 200 lat temu pojawily sie po
rdz pierwszy masgyny grajace w szachy.
Byly to jednak tylko mistyfikacje,
bowiem we wnetrzu maszyny siedszial
czlowiek i1 tylko obslugiwal urzadzenie.
Mimo tego zdobyly sobie one wielki

rozglos — podwiecano im nawet

utwory literackie, a jeden z nich

— opowiadanie A. Niemojewskiego Szach
+ mat doczekalo si¢ wersji filmowej, :
pokazywnej m.in. kilkakrotnie w naszej
telewizji.

Pierwssa prawdsiwa maszyne grajaca

w szachy skonstruowal na poczatku

XX wieku hiszpanski wynalazca

L. Torres y Quevedo. Maszyna ta
potrafila dawaé mata samotnemu
krélowi za pomoca kréla i wiezy. Kazdy
grajacy w szachy wie, ze algorytm
dawania mata tymi dwiema figurami
jest wyjatkowo prosty i latwy.

Pierwsze maszyny potrafiace amierzyé
si¢ z czlowiekiem jak réwny z réwnym
pojawily sie dopiero wraz z burzliwym
rogwojem informatyki w latach 70.
Poczatkowo mogly one toczyé réwna
walke tylko z a.matora:mi, ale bardzo
szybko ich sila gry zaczela wzrastaé

i obecnie najlepsze z nich sa w stanie
nawiazaé walke nawet z czoldwka
éwiatowa. Czesto organizatorzy
turniejéw w celu natrakcyjnienia
imprezy dopuszczaja do gry komputery
i dzif juz chyba nie ma na $wiecie
dobrego szachisty, ktéry by nie przegral
choé raz (a przynajmniej nie mial
powaznych klopotéw) z komputerem
szachowym — moze poza aktualnym
mistrzem §wiata, Garri Kasparowem, -
ktéry na rasie spektakularnie wygrywa
z komputerami wazystkie partie godnie
broniac honoru rodzaju ludzkiego.

Spore sa tes osiagniecia komputerowe
w pracach nad teoria szachéw.




Diagram nr 1 przedstawia teoretyczna
pozycje jeszcze 7 XIX wieku, ktéra
przez ponad 100 lat uchodzila za
remisowa. Amerykaniski programista,
Ken Thompson, napisal w 1986 roku
specjalny program na korcéwke 2 gorice
przeciwko skoczkowi (bez pionéw)

i program ten wykazal, ze dwa gorice
zawsze wygrywaja. Miedzy innymi
wygrana jest tez posycja nr 1 — przy
czym w niektérych pozycjach z takim
ukladem sit do osiagniecia wygranej

potrzeba ponad 60 posunieé.

Wielka role odgrywaja komputery

w tzw. kompozycji szachowej.
Kompozycja szachowa jest to jakby
dziedzina sztuki, ktéra postuguje

sie jezykiem szachéw (tak jak np.
malarstwo posluguje sie jezykiem

barw i ksztaltéw, a muzyka jezykiem
déwiekéw). Na pewno kazdy spotkal sie
na tamach rubryk szachowych z réznego
typu zadaniami szachowymi, jak Mat
w okreélonej liczbie posunieé lub
Wygrana czy Remis. Najbardziej
nieprzyjemna i niewdzieczna praca
autoréw zadai szachowych jest
sprawdzanie ich poprawnodci. Bowiem
zadanie, aby bylo wartodciowe, musi
mieé dokladnie jedno (akurat to
zaplanowane przez autora — ciekawe

i zaskakujace) rozwiazanie. I wladnie
czlowieka w tym sprawdzaniu zaczynaja
na dobre zastepowaé komputery. Autor
moze wiec wiecej czasu poswiecié na
prace bardziej twércza — na wymyslanie
nowych idei i pomysléw, a komputer
robi za niego ,czarna robote”. Jedli
chodzi o zadania w malej liczbie
posuni¢é (do 5-6), to nawet

Rysunek 1 przedstawia bieg promieni po jednokrotnym odbiciu we
wnetrzu kropli.

Rys. 1

Daja one luk pierwotny. Luk wtérny powstaje po dwukrotnym
odbiciu przedstawionym na rysunku 2.
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Rys. 2

Na obu rysunkach widaé, se podczas gdy kat padania a przyjmuje
wszystkie mozliwe wartodci, to kat rozproszenia f (miedzy
promieniem padajacym na krople i wychodzacym = niej) nie spada
ponizej B; = 130° przy jednokrotnym odbiciu i nie przewyzsza

B2 = 138° przy odbiciu dwukrotnym. Prawidlowodci te przedstawia
rysunek 3. Dzieki temu spostrzezenin staje sie zrozumiale istnienie
ciemnego pasma oddsielajacego tuki. Kazda kropla, rozprassajac
wiazke promieni, wysyla je w dod¢ znaczny kat brylowy, tak ze do
oka éwiatlo dochodzi z duzego obszaru nieba rozciagajacego sie pod
i nad ciemnym pasmem. Trzeba wiec wyjadnié, dlaczego tecza jest
bardzo waska.
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Rys. 3

W sasiedztwie ekstremalnych katéw g, i B2 (»katéw teczowych®),
w tym samym kierunku wysylanych jest wiele promieni
rozproszonych. Powoduje to zwiekszenie natezenia swiatla
dochodzacego do obserwatora % tego kierunku. Mamy tu

do czynienia z utworzeniem przez promienie ekstremalnie odchylone
powierzchni kaustycznej (kaustikos — palacy). Dszieki podobneniu
zjawisku koncentracji promieni powstaje znany kaidemu obrazek
widoczny na dnie kubka przy odbiciu §wiatla od j jego dcianek.

Tecza jest wiec widoczna dzieki temu, Ze jest kaustyka. Zauwazmy,
Ze strumien energii wchodzacy do kropli w przedziale katéw

da wychodzi z niej w przedziale katéw dA. Nategenie swiatla

wychodzacego roénie wiec ze wzrostem |de/df|. Dokladnie prazy
kacie teczowym, gdy |df/da| = 0, nateienie §wiatla powinno
by¢ nieskoriczenie duze. Ten klopotliwy wynik jest konsekwencja
przyblizonego charakteru optyki geometrycznej.

Powtérzenie tego rosumowania dla kaidej barwy $wiatla

z uwzglednieniem wlasciwego dla niej wspélezynnika zalamania
wyjasnia sekwencje barw w lukach pierwotnym i wtérnym.

Takie wytlumaczenie tgczy jest praekonujace, chocias przewiduje
nieskoriczone natezenie $wiatla i nie wspomina o tukach
nadliczbowych.

Dla usuniecia tych mankamentéw trzeba uwzglednié falowa nature
Swiatla. Pierwsza falowa teoria teczy pochodsi od Thomasa

Younga, ktéry w 1804 r. wyjaénil istnienie prazkéw nadliczbowych
interferencja fal wychodzacych z kropli. Bardziej wnikliwie rozwiazal
to zadanie George B. Airy w 1838 r., ktéry przeprowadsil obliczenia
stosujac zasade Huygensa do czola fa]i opuszczajacej krople.

Przekréj tego czola plaszczysna przechodzaca przez érodek kropli
ma ksztalt litery S, dobrze przyblizony krzywa trzeciego stopnia,

2z punktem przegiecia w miejscu przechodzenia promienia

mikrokomputery radza sobie z nimi
bez trudu. Gorzej jest z zadaniami
dluzszymi - wéwczas nawet duge
maszyny sa za wolne i czas potrzebny
do pelnego rozwiazania staje sie zbyt
dlugi. Potrzebne sa wéwczas pewne
pomysly pozwalajace ten czas skrécid.
Czasami prosty pomyst daje znakomite
efekty. Taki przyklad zademonstruje
ponizej.

Zastan6wmy sie nad tym, jak dziala
program rozwiazujacy zadanie
szachowe. Przypudéémy, ze mamy
do rozwiazania zadanie Mat w 2
posunieciach. Zalézmy, ze biale maja
k pierwszych ruchéw: by, bs,...,b; na
kazdy ruch b; czarne maja l; odpowiedzi
Cils -+ «yCil; 1 5 kolei na kazdy ruch C
Jest m;; ruchéw bialych b4, ..., bijm.;-
Komputer rozwaza ruch b; i sprawdza
kolejno ruchy czarnych ¢y1,¢12. .. itd.

1 jesli po ktéryms z nich (np. c1;)

okage sie, ze 7aden drugi ruch bialych
b1;p nie jest matujacy, to dalszych
ruchéw czarnych juz nie sprawdza,

bo wiadomo, ze wéwczas ruch 1.5,

nie jest rozwiazaniem i komputer
przechodzi do badania ruchu b;.

Widaé z tego, ze czas zusyty na

analize danego ruchu bialych zaleiy

od tego, jak predko komputer natrafi
na skuteczna odpowied# czarnych.

Co naleiy zatem zrobi¢? Trzeba tak
ulozyé program, aby rozpoczynal on
badanie od silnych ruchéw czarnych.
Ale skad komputer ma wiedzieé, ktére
ruchy sa silne? Otéz statystycznie rzecz
biorac silne sa posuniecia szachujace,
bicia, dorobienia figury, ruchy silnymi

§ figurami (hetmanem, wieza). I tak

jest tez uloiona wiekszoéé dobrych
programéw — rozpoczynaja one analize
od statystycznie silnych posunieé.
Czasami jednak ,statystycznie silny”
ruch nie jest najlepszy. Co wéwezas
zrobié? Clekawy, cho¢ prosty pomysl
zastosowal firiski programista, Ilkka
Blom, w swoim programie ALYBADIX
shizacym do rozwiazywania zadari.
Pomyst ten pozwala na ,wspélprace”
czlowieka z komputerem, w mektérych

' prsypadkach znacznie skracajaca czas -
rozwiazania. Otéz w swojej nowej
wersji tego programu uzaleznil on
kolejnod¢ rogpatrywania ruchéw od




kolejnoéci wprowadzania figur
do pamieci komputera. Pozgwala
to czlowiekowi wplywad na czas
rozwiazywania poprzes wybér dla
kaidego zadania optymalnej (tu trzeba
gie troche znaé na szachach) kolejnodci.
Aby zademonstrowad, jak ten pomys}
okagzal sie efektywny, popatrzmy na
diagram 2.

' 2. K. Wenda, 1966

Mat w 6 posunieciach

Program ALYBADIX na komputerze
386DX 33MHs przy standardowym
wprowadzaniu na szachownice

figur, tzn. najpierw krél, potem
hetman itd. — na kodcu pionki,
roswiagywal to sadanie 1 godzineg

55 minut. Jednak pobiezna analiza
pokazuje, fe w pozycji diagramu
bardzo silnym posunieciem czarnych
jest ruch 1. ... b4 — b3 wlaczajacy

do gry wiese i gofica. Zatem trzeba
wprowadzanie czarnych figur rozpoczaé
od pionka b4. I rzeczywidcie — pray
takiej kolejnodci czas rozwiazywania
wynidst 9 minut 40 sekund, a wiec

byt 12 razy krétszy! (Rozwiazanie
gadania 2 jest nastepujace: 1.Sh5! G:hb
2.Gd7+ Kd8 3.Gg4+! Ke8 4.0-0-0 c6
5.Wd8+ G:d8 6.Gd7x, lub 4. ... f6
5.Gh5+ g6 6.G:g6.)

Nastepny preyklad jeszcze dobitniej
pokazuje, jak wiele zalezy od

. pomyslowodci czlowieka piszacego
algorytm programu. Jednym z dzialéw
kompozycji seachowej sa tzw. maty
pomocnicze. W sadaniach tego typu
gaczynaja csarne i obie strony daga do
zamatowania czarnego kréla. Jest to
chyba najbardziej matematyczny rodzaj
zadas szachowych, bowiem zadanie

ekstremalnego. Rysunek 4 pokazuje, jak plaskie czolo AB
fali padajacej zostaje zastapione przez wygiete czolo A’ B’ fali
wychodzacej z kropli.

@

%

Rys. 4
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Zbieznosé promieni po jednej stronie promienia teczowego

i ich rozbieznodé po drugiej oraz wygiecie linii A'B’ sa celowo
przesadzone, aby wyra#niej przedstawié charakter zjawiska.
Sumowanie fal pochodzacych od wszystkich punktéw czola A'B’
(przy zaloieniu, ze amplituda jest wszedzie na tym czole

jednakowa) prowadzi do wyragenia na wigledne natezenie I $wiatla
w zaleznodci od kata © mierzacego odchylenie promienia od kierunku
ekstremalnego. Natezenie to jest proporcjonalne do kwadratu

tzw. calki teczowej Airy’ego

co

flz) = /cos [g (v® - zu)] du.
0

(Nazwa ,funkcja Airy’ego” uiywana jest czedcie] dla calki o nieco
innej postaci.l Zmienne u i z 83 zwiazane z katem © i wspéhrzedna z
punktu na froncie falowym oraz zaleia od wspélczynnika zalamania,
promienia kropli, liczby odbié wewnetrznych i od dlugosci fali.
Dszieki temu wykres I(2), pokazany na rysunku 5, ma charakter
uniwersalny.



Rys. 5

Funkcja ta ma kilka cech, ktére lepiej odzwierciedlaja rzecaywistodé
niz teoria geometryczna. Najwyzsze maksimum odpowiada tukowi
pierwotnemu i zastepuje nieskoriczone nateienie. Kolejne maksima
daja tuki nadliczbowe. Zanik natezenia od strony ciemnej zachodszi
nie skokowo, lecz plynnie. Kat maksimum gléwnego jest nieco
réiny od kata teczowego. Ze wzrostem promienia kropli oraz pray
zmuiejszaniu dlugodci fali katy miedzy sasiednimi maksimami
zmniejszaja sie. Nalozenie sig rogkladéw dla wszystkich dlugodci fal
daje barwna tecze, ktérej wyglad zalezy od wielkodci kropel. Istotne
jest przy tym wzgledne natezenie danej barwy w widmie slonecznym,
a takze skonczona drednica katowa Slorica.

Teoria Airy’ego byla wielokrotnie poréwnywana z doswiadczeniem
w warunkach laboratoryjnych. Dosdwiadczenia te czesto byly
dowodem wielkiego kunsztu eksperymentatoréw. Felix Billet,

na przykiad, wykonal w latach 1863-1868 serie doswiadczen,

w ktérych badal tecze powstala na cienkich struszkach wody. Byt

w stanie zaobserwowad tecze 19 rzeddw, a tuki nadliczbowe w 11

z nich. Stwierdzona zgodnosé polozefr maksiméw obserwowanych

i obliczonych sprawila, Ze teoria Airy’ego zyskala miano
nkompletnej” teorii teczy. Trzeba jednak pamietaé, ze ona takse
stanowi przyblizenie dajace wyniki stuszne ilodciowo tylko dla kropli
duzych (R > 0,5 mm) i dla katéw résnych od teczowego o nie wiecej
niz 0,5°. Poza tymi granicami rozklad natesenia I(z) $wiatla moze
by¢ traktowany jako przyblizenie jakodciowe.

Teoria Airy’ego ma réwniez pewne inne niedostatki. Przypadkowa
blisko$é wartodei kata padania promienia teczowego wewnatrz kropli
(40°) i kata Brewstera (kat padania, dla ktérego promien odbity
jest prostopadly do zalamanego) dla granicy woda-powietrze (37°)
jest odpowiedzialna za polaryzacje teczy. Teoria Airy’ego nie bierze
pod uwage polaryzacji przy odbiciu. Dlatego poréwnanie I(z)

z rozkladem $wiatla spolaryzowanego w plaszczyinie prostopadlej do
plaszczyzny padania ujawnia istotne rozbieznodci, takze jakoéciowe.
Stosunkowo niedawno wykazano, e modyfikujac teorie Airy’ego
mozna uzyskaé poprawne wyniki dla obu polaryzacji (S.D. Mobbs,
J. Opt. Soc. Am., 89, 1089 (1979)). Oprécz $wiatla odbitego
wewnatrz kropli uwzgledniono $wiatlo odbite od jej zewnetranej
powierzchni. Natezenia §wiatla spolaryzowanego w plaszcayfnie
padania oraz w plaszczyZnie prostopadlej do niej wyliczono dzieki
wspélczynnikom odbicia danym wzorami Fresnela.
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takie to po prostu zadanie
konstrukcyjne na temat:
wykorzystujac reguly obowiazujace
w szachach skonstruowaé pozycje
matowa w n posunieciach.

Czas rozwiasywania takich zadai
przez komputery jest bardzo dlugi,
bowiem komputer musi badaé
wszystkie posuniecia czarnych

(i oczywiscie bialych) i nie moze, tak
jak w przypadku omawianym powysej,
przerwaé analizy po ,silnym ruchu
czarnych”. Zadania w wiekszej liczbie
posunieé niz 4 — nawet bardzo proste,
83 nie do rozwiazania w sensownym
czasie.

Dlatego wspomniany juz Ilkka Blom
postanowil zastosowaé algorytm oparty
na metodzie rozwiazywania zadan przes
czlowieka. Ot6% wprawny specjalista
od rozwiazywania zadai nigdy nie
rozwiazuje matéw pomocniczych
sprawdzajac ruch po ruchu. Robi
to ,,0d korica”. Najpierw stara sie
skonstruowaé pozycje, matows za
pomoca materialn obecnego na
szachownicy, a jeéli mu sie to uda,
to szuka zgodnej 7 regutami gry
drogi do tej pozycji. Jak zwierzyl
sie autor programu, praca nad takim
algorytmem trwala wiele lat (nielatwo
jest imitowaé rozumowanie czlowiekal),
ale program ten (nazwany przez autora
HELPBADIX INTELLIGENT!) okazal
sie w przypadku niektérych zadas
rewelacyjny.

3. T. Kardos, 1956
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Mat pomocniczy w 7 posunieciach

Czas rozwigzywania zadania nr 3

na wspomnianym komputerze przez
standardowa wersje programu
ALYBADIX (tzn. sprawdzajaca ruch po
ruchu} wyniésiby okolo 20 000 godsin!




/azIny, e na sza.chowmcy sa

- tyiko dwie biale bierki majace do

' _dyspozycp przez cala gre okolo 7

- posunie¢ — na przyklad przy podobnych

| caterech bialych bierkach czas bylby

| jui okolo 27 razy dluiezy (dlaczego?),
‘a przy wiekszej liczbie czas bylby d}ugl
mewrarygodme.

y Natomla.st program HELPBADIX
| INTELLIGENT rozwiazal powyisze
£ za.dame wil god.sme 22 mmuty
g -(R gwiazal, tzn. znalasl rozwiazanie
i sprawdzil, Ze nie ma innych.)
| (Rozwiazanie zadania 3 - w matach

pomocmczych przyjelo sie rozpoczynaé
- numerowanie posunie¢ od ruchu

| czarnych! — 1£1W e3 2.Wi4 efd 3.e3

| 15 4.¢2 f6 5 eIW f’? 6.Wal f8W 7.Wa2

: .Wfax )

) "ykia.dy te poka.zu;q z jednej strony
t uma, pomcc, _}a.kq mogq. odda.é

Problem rozkladu natezenia dwiatla w teczy mozna takze rozwiazad
dcisle wykorzystujac teorie niemieckiego fizyka Gustawa Mie, ktéry
w 1908 r. wykaszal, ze natezenie fali elektromagnetyczne]j rozproszonej
na kuli moze by¢ obliczone z dowolna dokladnoscia dla dowolnego
kata rozproszenia. Natezenie moze by¢ przedstawione jako suma
szeregu skladnikéw o doéé zlozonej postaci reprezentujacych fale
czastkowe. W przypadku teczy zachodzi koniecznos¢ uwzglednienia
kilku tysiecy skladnikéw szeregu. Niebanalny problem stanowi przy
tym znalezienie jak najefektywniejszego algorytmu obliczerl.

Mozliwoéé uzyskania écistych wynikéw numerycznych nie oznacza
korica teoretycznych prac nad tecza. Wagnym osiagnieciem jest
zaadaptowanie do jej opisu aparatu matematycznego stosowanego
w teoril rozproszenia czastek. Zaproponowano takie powiazanie
wygladu naturalnej teczy z rozkladem wielkodei kropel deszczu oraz
z elipsoidalnym splaszczeniem najwiekszych sposréd nich.

Ciekawa tozsamosé

Udowodnimy nastepujaca zaskakujaca tozsamosé
¥ 42k 3% 4% _5F _gF 7R 85— L (2" -1)F =

gdzie k, n (k < n) sa dowolnymi liczbami naturalnymi oraz

skladnik m* wystepuje ze znakiem plus, jeéli w zapisie dwéjkowym

liczby m wystepuje nieparzysta liczba jedynek i zé znakiem minus

w przeciwnym przypadku.

Dowdd. Proste wymnozenie prowadzi do tozsamodei
1—(1—e®)(1—e*)(1—e*")..

=em+e22_633+e4z_e5z_

n

(1) =

_ (_1)ne(2"—1)x .

Nietrudno przekonaé sie, ze znak przy skladniku e™® po prawej
przy

stronie jest taki sam jak znak przy m* w wyrazeniu z treéci zadania.

Zréiniczkujmy powyisza réwnosé k-krotnie (k < n), a nastepnie
podstawmy z = 0. Poniewaz k-ta pochodna e™ jest réwna m*e™”
wigc po podstawieniu z = 0 po prawe]j stronie otrzymze ..iy badane
wyrazenie

1% 42k — 3k 4k 5k

Teraz zbadamy lewa strone.

e i Gt

Po lewej stronie rézniczkujemy iloczyn zlozony z n czynnikéw.

Stosujac k-krotnie wzér na pochodng iloczynu otrzymamy, ze k-ta

pochodna lewej strony jest réwna sumie wyrazen postaci
—(1—e®)*1) (1 — e2) (k) (1 e2"_lﬂ=)(kn) .

gdzie ky + ko + ...+ k, =k, a przez (1 — 2™

km-ta pochodn4 wyrazenia 1 — e?

)(km) oznaczyliémy

Poniewas k < n, wiec dla pewnego m za.chodzl k = 0. Oznacza
to, ze w powyiszym iloczynie czynnik (1 — e2™ %) nie jest
rézniczkowany. Po podstawieniu = = 0 czynnik ten bedzie réwny 0,
a stad i cala lewa strona bedzie réwna 0. Poréwnu_;qc ja z prawa
strona otrzymujemy teze.
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