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Roswigsanie sadania F 859,
Gestodé pradu elektronéw plynacych
% powietrza do naelekiryzowanego
ekranu jest réwna j = oF, a wiec
prad wynosi I = ¢E . 35, gdzie s

jest powierschnig ekranu. Ladunek
elektronéw, a zatem i jondw
pozostajacych w powietrzu wynosi

g =¢E -8 t, gdzie ¢ jest czasem pracy.

Z drugiej strony ladunek, przy jakim
odezuwamy dyskomfort, jest réwny
¢ = 100iV'e, gdzie V jest objetodcia
pokoju, a e ladunkiem elektronu.

Ostatecznie t =

100iVe
oEs

. Podstawiajac

dane liczbowe otraymujemy

ti=i1

, 4 godziny.

Roswigsanie sadania F 360.

Z prawa Stefana-Boltzmanna
wyznaczamy moc Slofica P = oT4 . S,
gdzie § = 47 R? jest powierzchnia
Slofica, a ¢ = 5,67-10"° Wm—2K ¢
jest stala Stefana-Boltzmanna.

We wnetrzu Slofica musi zachodzid
P/E eykli termojadrowych

na sekundg. Liczba neutrin
emitowanych w ciagu sekundy wynosi

N =

E

2P _ 20T'. 4rR?

82.10% 572,

Przyjmujac, e powierschnia ciala
jest rzedu 1 m? otrzymujemy

4nd?

m 101 57170,

Powszechnie znany i bardzo prosty fakt, ie spoéréd dowolnych n liczb catkowitych
mozna wybraé pewna iloéé tak, by ich suma byta podsielna przez n, siega czaséw
starozytnych (tak przynajmniej twierdsi Paul Erdés — jeden z wybitniejszych
matematykéw naszego stulecia). Jesli Caytelnik nie zna przypadkiem tego
stwierdzenia, proponuje przed przystapieniem do dalszego czytania rozwiazaé
zadanie M 670 w tym numerze Delty.

Bad#my jednak bardziej dociekliwi i zapytajmy, czy spoéréd dowolnych n liczh
naturalnych moina wybraé pewns ilo#é tak, by ich suma dawala reszte r przy dzielenin
przez n, gdzie 0 < r < n jest dowolna, ustalona liczba, naturalna. Na tak postawione
pytanie odpowieds brzmi: nie. Weimy bowiem n = 4,8; =83 =as = a4 = 2 orag

r = 1. Wéwczas fadna suma nie da reszty 1 (bo zawsze bedzie parzysta). Widaé
jednak, jaka jest tego przyczyna: wszystkie a; maja, wspblny dzielnik z n. Zaléimy
wiec, fe nagze pytanie ograniczymy do liczb a; wizglednie pierwszych z n. Okazuje sie,
e w tym praypadku odpowieds jest posytywna. Zachodsi bowiem nastepujacy

Lemat: Zaldimy, ze kaida z liczh catkowitych @1,...,0 jest wzglednie pierwsza z n,
gdzie k i n (k < n) sq liczbami naturalnymi. Utwdramy wazelkie mozliwe sumy tych liczb
(bez powtdrzert). Wowezas otrzymane liczby dajg co nagmniej k résnych niezerowych reszt
przy dzieleniu przez n.

Aby udowodnié powyzezy lemat, poshizymy si¢ indukeja matematyczna ze wzgledu

na k. Oté3, dla k = 1 nie ma czego dowodszié: poniewaz a; jest wzglednie pierwsze

% n, to daje niezerows reszt¢ przy dzieleniu przez n. Zaléimy wiec, %e nasz lemat
prawdziwy jest dla pewnego k< n —1 i rozpatrzmy k + 1 liczb catkowitych
@1y...,06k41 Wiglednie pierwszych z n. Na mocy zaloenia indukeyjnego rozpatrujac
wezelkie moiliwe sumy réinych wyrazéw ciagu spoéréd @1,...,6k otrzgymamy liczby
dajace co najmniej k réinych niezerowych reszt b, ... ybr przy dzieleniu przez n. Niech
t bedzie taka najmniejsza, liczba, naturalna, e 1 - ar+1 pray dzieleniu przesz n daje resste
réina od by,...,br. Wéwezasi<k+1<n (poniewat ap4, jest waglednie pierwsze

z n, wiec liczby ar+1,26r+41,...,(k + 1)ar+1 daja réine, niezerowe reszty przy dzieleniu
przez n (dlaczego?)). Wobec tego (i — 1)ar+1 daje przy dzieleniu przez n resste taka,
jak suma pewnych liczb spoéréd ay,...,ax lub jest to liczba 0 (jedli i =1). W obu
przypadkach far+1 = (5 — L)axt1 + ap4 daje z dzielenia przes n reszte bpyy taka
sama, jak pewna suma liczb spoéréd ay, ..., ok+1 1 w dodatku reszta ta jest niezerowa

i réina od bi,...,b;. Tym samym lemat jest prawdziwy dla k + 1. Na mocy indukcji
matematycznej dowdd jest zakoiiczony.

Wspomniany na wstepie fakt nic nie méwi o ilodei liczb, ktérych suma ma byé
podzielna przez n. Czy nie mozna (byé mose zakladajac, e mamy wiecej niz n liczb)
zagwarantowad, by istnialo wéréd nich dokladnie k liczb, ktérych suma jest podzielna
przez n? Jedll k < n, to nie, bo spoéréd sadnej liczby jedynek nie mozna wybraé

k o sumie podzielnej przez n. Podobnie rzecs ma sie dla k niepodzielnych przez n.
Jedli jednak k = n, to okazuje sie, de odpowiedZ jest posytywna. Jeédli bowiem mamy
n(n — 1) + 1 liczb catkowitych, to pewne n 2 nich daja taka sama reszte przy dzielenin
przes n (dlaczego?), a wigc ich suma Jest podzielna przez n. Naturalne wydaje sie wiec
zapytad, ile co najmniej potrzeba liczb catkowitych, by zawsze mona bylo wybraé
spoéréd nich n liczb o sumie podzielnej przes n. Szukana liczba jest z pewnodcia,
wigksza od 2(n — 1), bojefliay =...=agp_; =1ia, = Bntl = ... = Bg(n_1) =0,

to suma n dowolnych sposréd nich nie dzieli si¢ przez n. Okazuje sie jednak,

ie prawdziwe jest nastepujace twierdzenie udowodnione w 1961 roku przez P. Erd8sa,
A. Ginzburga i A. Ziva:

Twierdzenie EGZ: Spodrdd dowolnych 2n — 1 liczb catkowsitych moéna wybraé n liczh,
ktérych suma dzieli si¢ przez n.

Teza twierdzenia dla n = 100 byla przedmiotem jednego z zadah olimpiady
matematyczne] w ZSRR. Istnieje kilka dowoddw twierdzenia EGZ (ponoé twierdzenie
jest tym prawdziwsze, im wiecej jest jego dowodéw). Przytoczymy teraz jeden

z nich. Przede wszystkim zredukujmy nasz problem do liczb pierwszych. W tym celu
zauwazmy, ie jedli twierdzenie EGZ jest prawdziwe dla liczb ni,ng, to jest réwnies
prawdziwe dla n-ns. W samej rzeczy, rospatrzmy 2n;-ng — 1 liczb catkowitych.
Poniewaz twierdzenie EGZ zachodszi dla n1, wigc Czytelnik bez trudu uzasadni,

ze spoérdd tych liczb moina tak wybraé 2ng — 1 roztacznych ukladéw po n liczb,

ie suma liczb kaidego ukladu jest podszielna przez n, {ogblnie, sposéréd s-my — 1
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liczb calkowitych mozna wybraé s — 1 takich ukladéw (dlaczego?)). Niech b; oznacza
sume i-tego ukladu. Wéwcezas liczby :—' 83, calkowite i jest ich 2na — 1, a wiec spodréd

1
nich mo#na wybraé na liczb o sumie podzielnej przez na (bo twierdzenie EGZ zachodzi

b.
dla nz). Niech beda to by ey . Zatem liczba bi; + ...+ bi,, jest podzielna
oy

przez n; - nz i wobec okreélema. b. ]est ona suma nj - g liczb spoéréd rozpatrywanych,
co dowodzi, ie twierdzenie EGZ jest prawdziwe réwniez dla n; - na. Udowodniony fakt
i prosta indukcja pozwalaja ograniczyé sie w dalszym ciagu do liczb pierwszych (ktére,
zgodnie z tradycja, oznaczamy litera p). Ponadto moZemy zaloZy¢, Ze nasze 2p — 1
liczb speinia nieréwnodé

0<a; a3 <... < agp—y < p (dlaczego?).
Niech d; = @pt+i —ai,dlai=1,...,p— 1. Zatem 0 < d; < p. Jedlid; =0dla
pewnego 1, to a; = Gi41 = ... = Gitp, 2 stad suma p liczb a; + aiy1 + ... + Gitp—1
jest podzielna przez p. Jesli wasystkie d; 83 réine od 0, to stosujac lemat dla
n = p iliezb di,...,dp—1 (ktére sa waglednie pierwsze z p) otrzymamy, Ze kaida
niezerowa reszta z dzielenia przes p, czyli dowolna liczba spoéréd 1,2,...,p — 1, jest
reszta z dzielenia przez p sumy pewnych liczb spoéréd d;. Zatem albo a1 +...+ 4,
jest podzielna przez p, albo istnieja takie ¢1 < i3 < ¢j, de di; + ...+ di; daje
taka, sama reszte przy dzieleniu przes p, jak —(a1 + ...+ ap). Ale w drugim
przypadku liczba a3 + ... 4+ 6y + dg; +...+ di; jest podzielna przez p. Poniewas
liczba ta jest suma p spoéréd liczb ai,...,a2,—1 (dlaczego?; zauwaimy, ie
214 ...+ 6 +d1 = aa +...+ gp41 itd.), wiec w kaidym przypadku w ciagu
@1,...,82p—1 istnieje p wyrazéw o sumie podzielnej przez p, co koficzy dowdd
twierdzenia EGZ.

Okazuje sie, Ze stosujac nieco subtelniej powyzsza metode moina wykazal

(co pozostawiamy Cazytelnikowi), Ze wéréd 2n — 2 liczb catkowitych albo istnieje n,
ktérych suma jest podzielna przez n, albo moina je tak podszielié na dwa podzbiory
po n — 1 liczb, Ze w kaidym z tych podzbioréw wszystkie liczby daja takie same reszty
przy dszieleniu przez n.

Nastepne pytanie, jakie postawimy, bedzie staralo sie uogélnié uczyniona na waiepie
obserwacje jeszcze glebiej i doprowadzi do tytulowej stalej Davenporta — d. Niech wiec
dane beda liczby naturalne ny,...,n, wezystkie wieksze od 1. Bedziemy rozpatrywaé
k-wyrazowe ciagi zlozone 5 tych liczb. Pytanie, jakie sobie zadamy, brzmi nastepujaco:
Jaka jest najmniejsza liczba naturalna d = d(n1,...,n:), taka, Ze spoéréd dowolnych

d takich ciagéw k-wyrazowych moina wybraé pewna ich liczbe tak, by suma é-tych
wyrazdéw wybranych ciagéw byla podsielna przez n; dla kazdego 1 < i < k. Oczywiscie,
jedli k = 1, to stwierdzenie z poczatku artykulu daje d(n;) = n1 (bo nie moze by¢
d(n1) < n; (dlaczego?)).

Okazuje sie, Ze odpowiedZ na tak zadane pytanie do dzi§ pozostaje otwartym
problemem matematycznym. Przed przystapieniem do dokladniejszego oméwienia
postawionego problemu wprowadzimy pare pojeé, ktére ulatwia nam rozwazania.
Wzbogacenie jezyka matematycznego niejednokrotnie przyczynilo si¢ do rozwiazania
problemu, ktérego przez diugi czas nie udawalo sie ogarnaé, o czym Cazytelnik
studiujacy matematyke z pewnodcia nieraz si¢ przekonal. Przede wezystkim przesz

n bedziemy oznaczali ciag (n1,...,n:). Reszta z dzielenia ciagu liczb catkowitych

a = (a1,...,6x) Przez n bedziemy nazywali taki ciag r = (r1,...,7%), Ze 7; jest
reszta, z dzielenia a; przez n; dla kaidego ¢ (1 < i < k). Powiemy, Ze n dzieli a, jesli
reszta r jest (0,...,0). Ponadto suma dwéch ciagéw a = (81,...,82) i b= (Biy ey lin)
bedziemy nazywali ciag € = (c1,...,¢n), gdzie ¢; = @; +b; dlai=1,...,k. Podobnie
okreélamy réinice. Mozemy teraz nasz problem sformulowaé nastepujaco: Jaka jest
najmniejsza liczba d = d(n1,...,nt) = d(n), taka, e spoéréd dowolnych d ciagéw
k-wyrazowych mozna tak wybraé pewns, iloé¢, by ich suma byla podzielna przez n.

Teraz mozemy wykazaé, ze taka liczba d rzeczywidcie istnieje, a nawet,

e d<ny-Nz-... ng. Istnieje bowiem n; - ...- ng réinych reszt pray dzieleniu

przez n. Jesli wiec rozpatrzymy ny - ... ng clagéw a1,...,84;.....ny, 10 Wiréd sum
a),8;,+83 8, +8z+83,...,81+ ...+ 8n,.. .., albo bedzie ciag dajacy reszte

zero przy dzieleniu przez m, albo pewne dwa beda dawaly takd sama reszte; jesli beda,
toa; +...+8, 8, +...+8ay +appr + ...+ a,, wéwczas ciag 8g+1 +...+ 8, da
reszte zero. W kazdym przypadku otrzymamy sume pewnych a; podzielna przez m.
(Zauwasmy, e dowdd ten jest niemal identyczny z rozwiazaniem zadania M 670,

w ktérym dowodzimy wilasnosci sformulowanej na poczatku artykuhi.) Okazuje sig
jednak, Ze d(ny,...,n) jest czgsto duzo mniejsze od ny - ... - k.
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Zauwaimy, fe réwnoéé d = D dla

k = 2 implikuje w szczegdlnodci
twierdzenie EGZ. W rzecay samej,

jedli n = (n,n) i weimiemy 2n — 1
ciagéw a; = (a4, 1), to suma pewnych

£ nich jest podsielna przer n. Ale ich
liceba musi by¢ w takim rasie réwna n,
bo suma drugich wspdlrzednych ma byé
wielokrotnodcia n. A stad spodréd liczb
@1,...,82n—1 mMofna wybraé n o sumie
podzielnej przez n.

Zeby dokladniej przyjrzeé sig naszemu problemowi, ograniczymy dopuszczalne

ciagi n. W tym celu rozpatrzmy dla liczby pierwszej p nastepujaca operacje Ty:
jedlin = (n1,...,ne), to mozna napisaé n; = p*i - n}, gdzie a; > 0ip { nl. Niecho
bedzie taka permutacia liczb 1,...,k, de ay1) € ayqa) £ ... € @, | rozpatramy
ciag n} = p*ein;. Jedli w ciagu tym wykreéli¢ wyrazy réwne 1, to otrzymany

ciag bedzie wladnie wynikiem operacji T, na ciagu n. Okazuje sig, ze stale d dla
ciagébw m i Tp(n) 8 takie same. Poza tym, w wyniku skoficzonej liczsby operacji Ty,
kazdy ciag m = (n1,...,n:) moina doprowadzié do takiego ciagu m = (my, ..., m,),
te mi|ma|...|m, (tzn. m; jest dzielnikiem liczsby miy; dlai=1,...,p—1) iciagm
jest w ten sposéb wysnaczony jednoznacznie (zainteresowany Czytelnik z pewnodcia bez
trudu udowodni powyisze stwierdzenia). Bedziemy taki ciag m oznaczali przez T(n).

(Przykiad: (ni,n2,ns)=(2-3,2-5.3-5) B(3,2-52-3-5)B8(2.3-5,2 +3:5).)

Powyisze rozwazania wykazuja, de wystarczy zajmowad sie liczbami d(n1,...,ni) dla
n1|na|...|ne. Tak tei bedziemy w dalszym ciagu czynic.

Oszacujemy teraz liczbe d(ni,...,ni) od dolu. Wykatemy mianowicie,

k
e d(ny,...,ne) > Y (n; — 1) + 1. Rozpatrzmy bowiem takie ciagi a;, e dokladnie
=1 ?
ny — 1 spoéréd nich ma postaé (0,...,0,1,0,...,0), gdzie wystepuje doktadnie jedna
jedynka na s-tym miejscu. Suma dowolnych spoéréd tych ciagéw nie dzieli sie przez n
(dlaczego?).

Oczywidcie, oszacowanie nasze jest prawdziwe dla dowolnego ciagu n (bez zaloienia,
ie nifna|...|nt). Eatwo jednak wykazaé, ie liczba szacujaca jest dla ciagu T'(n) nie

k
mniejsza niz dla n. Dla ni|ng|...|nt oznaczmy D = Y (ni — 1) + 1. Przez pewien

czag przypuszczano, ze d = D. Tak jest rzeczywiécie,.jeéli k = 2, albo jedli wszystkie n;
g3 potegami tej samej liczby pierwszej. Okazalo sig jednak, Ze na ogél d > D. Pierwszy
przykiad otrzymano rozpatrujac n = (2,2,2,2,6). Otéz, w tym przypadku D = 10,
natomiast d > 11.

Znanych jest obecnie wiele n, dla ktérych-d > D, ale niewiele wiadomo, jak dokladniej
zachowuje si¢ d. Ponadto wciaZ nie wiadomo, czy d = D dla ciagéw n dlugodci 3,

tzn. dla n = (n1,n3,ns), gdzie n1|nz|ns (np. dla ciagéw (3, 3,15), (5,10,10)).

Dla k > 4 wiadomo, Ze istnieja kontrprzyklady. Byé moze Czytelnikowi uda sie znalefé
odpowiedzi (choéby czeéciowe) na postawione pytania bad# artykutl ten zainspiruje Go
do postawienia innych, podobnych pytas i znalezienia na nie odpowiedzi.

i Zadania

Redaguje Pawel STRZELECKI

M 870. Udowodnié, ze spodréd dowolnych liczb naturalnych z1,z2,...,2, mozna
wybraé pewna ich liczbe, tak by ich suma byla podzielna przez n.
Rozwigzanie na str. 7

M 671. Dla jakich dodatnich z czeéé ulamkowa z, czeéé calkowita z oraz sama
liczba z tworza ciag geometryczny?
Rozwiazanie na str. 7

M 673. Udowodni, Ze jedli dlugodci bokéw tréjkata prostokatnego tworza ciag
arytmetyczny, to promiesfi okregu wpisanego w ten tréjkat jest réwny réinicy owego
ciagu,

Rozwiazanie na str. 7

Redaguje Jarostaw KULPA

F 859. W pokoju o wymiarach 5 m x 4 m x 3 m pracuje komputer, ktérego

ekran elektryzuje sie. Nateienie pola elektrycznego w poblizu ekranu osiaga

wartod¢ E = 3000 V/m. Eadunek ekranu jest zawsze dodatni. Jeieli w powietrzu

jest przewaga ladunkéw dodatnich, zakléca to prace ukladu nerwowego czlowieka.
Dyskomfort jest juz odczuwany, gdy steienie jonéw przewyisza stokrotnie standardows
jonizacje powietrza wynoszaca ¢ = 20 jonéw/cma. Oszacowad, co jaki czas trzeba
przewietrzad pomieszczenie, aby nie odczuwaé dyskomfortu.

Przewodnoéé powietrza wynosi o = 2,5-107 Q" 'm™!.

Rozwiazanie na str. 9

F 360. Oszacowal, ile neutrin slonecznych przechodzi przez cialo czlowieka w ciagu
jednej sekundy. W ciagu jednego cyklu przemian termojadrowych powstaja drednio
2 neutrina i wydziela sig energia E = 4.107'? J, Temperatura powierzchni Slofica
wynosi T »s 6000 K, promiefi Storica R = 695 - 10 km, odleglosé Ziemia—Sloiice
d=1,5-10"1 m, '

Rozwiazanie na str. 9
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