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Powierzchnie rozwijalne
Jerzy KONARSKI

Kazdy wie, jak z papieru zwinaé stozek lub walec. A jakie inne powierzchnie
mozna w ten sposéb otrzymad? Usciélijmy jeszcze, ze beda nas interesowald tylko
powierzchnie gladkie, tzn. bez ostrych zagieé, dziobéw, punktéw, w ktérych
przecinaja sie same ze soba itp. W szczegbdlnosci rozpatrujac stozki bedziemy
pomijaé ich wierzcholki.

Matematyk stozkiem nazywa powierzchnie utworzona przez wszystkie proste
wychodzace z danego punktu i przecinajace dana krzywa. Analogicznie, walec
to powierzchnia utworzona przez proste o danym kierunku i przechodzace przez
dana krzywa. Jest chyba doé¢ oczywiste, Ze mozna z papiern otrzymad dowolny
gladki stoiek lub walec (pomijajac oczywidcie klopoty zwiazane z tym, ze kartka
papieru zawsze jest ograniczona, a stozek i walec nie), lub najpierw zwijac papier
w stozek, a od pewnego miejsca w walec. Ale czy da sie uzyskaé cof istotnie
réinego od walca i stozka, no i od plaszczyzny, oczywiscie? Otéz tak. Mozna
otrzymal jeszcze jeden typ powierzchni, mianowicie tzw. powierzchnie stycznych.
Jak sama nazwa wskazuje, jest to powierzchnia utworzona ze wszystkich
prostych stycznych do danej gladkiej krzywej przestrzennej. Wyjsciowa krzywa
nalezy jednak z powierzchni usunaé, poniewasz jej punkty tworza na powierzchni
ostrze, a nas interesuja powierzchnie gladkie.

Powierzchnie, o ktérych byla mowa, nazywamy rozwijalnymi. Latwo spostrzec,
ie wszystkie one sa utworzone przez rodziny prostych, tzw. tworzacych:

stozek przez rodzine prostych wychodzacych z wierzcholka, walec przez proste

o pewnym kierunku, a powierzchnia stycznych przez rodzing prostych stycznych
do danej krzywej. Matematyk powiedzialby, ze sa prostokreslne. Rozpatrzmy
kilka przykladéw powierzchni prostokredlnych. Spoéréd powierzchni opisanych
réwnaniami kwadratowymi prostokreélne sa hiperboloida jednopowlokowa

(a2 + 42 — 2% = 1) powstala przes obrét hiperboli wokdt jednej (ktérej?) z jej
osi symetrii oraz paraboloida hiperboliczna (z = z? — y?), ktéra mozemy

sobie wyobrazi¢ tak: na paraboli ,,z wasami do géry” w kazdym jej punkcie
umieszczamy parabole ,z wasami w dé}”. Sprébujcie znalefé tworzace. Kto ma
klopoty z wyobrazeniem sobie zbioréw opisanych powyiszymi réwnaniami, niech
pamieta, ze podstawiajac zamiast jednej zmiennej liczbe otrzymujemy réwnanie
odpowiedniego przekroju danego zbioru plaszczyzna. Jeszcze innym przykladem
jest powierzchnia érubowa powstajaca w wyniku obracania prostej wokdt osi
prostopadlej do tej prostej, polaczonego z przesuwaniem wzdhiz tej osi.

Wiemy juz, ze wszystkie powierzchnie rozwijalne sa prostokreélne. Okazuje

sie, ze powierzchnie z powyzszych przykladéw nie sa rozwijalne — nie uda

sie ich uzyskaé z kartki papieru. Rodzi si¢ pytanie, czy moina jakoé (bez
papieru) rozpoznaé powierzchnie rozwijalne wéréd wszystkich powierzchni
prostokre$lnych. Podamy nawet dwa sposoby. Pierwszy z nich bedzie
sformulowany w terminach wektoréw normalnych. Otéz, wybierzmy sobie
jedna z tworzacych na powierzchni. W kaidym z jej punktow zaczepiamy
jednostkowy wektor normalny (tzn. prostopadly do powierzchni). Jesli wszystkie
te wektory sa réwnolegle (réznia sie tylko punktem zaczepienia) i jedli tak

jest dla kaidej tworzacej z osobna, to powierzchnia jest rozwijalna (i na
odwrét). Dla stozkéw i walcéw warunek ten jest, oczywiscie, spelniony. Aby

go sprawdzi¢ dla powierzchni stycznych, trzeba wykonaé nietrudne rachunki,
ktére pominiemy. W kaidym z trzech podanych wyzej praykladéw tatwo

jest zauwazy¢, e wektory normalne, zaczepione wzdluz dowolnej tworzacej,

nie sa réwnolegle. Rozpatrzmy, na przyktad, paraboloide hiperboliczna

o réwnaniu z = z2 — y2. Powierzchnia ta przypomina przelecz w gérach. Jedna
z tworzacych jest prosta o réwnaniach z = 0, z = y, czyli ,dciezka” prowadzaca
poziomo przes przelecz z jednej doliny do drugiej. Jezeli wzdhuz tej sciezki
whijemy paliki prostopadle do ziemi, to tylko palik wbity na przeleczy bedzie
pionowy, pozostale beda odchylone od pionu o pewien kat, zalezny od odlegtosci
danego palika od przelecsy. Przy okazji warto zacytowad nastepujace twierdzenie
Michela Chaslesa: Jesli powierzchnia jest prostokreflna, ale nie rozwijalna,




P

>

Torus — powierzchnia przypominajaca
detke. Zaznaczone przekroje maja
najwicksza i najmniejsza kraywizng

w punktach P i Q. Krzywizna
Gaussa w punkcie P jest dodatnia,

a w punkecie Q — ujemna.

k-

Roswliasanie sadania F 867.
Niech przex elektrody plynie prad I,
a napigcie migdsy nimi wynosi U.
Wtedy opdr mierzony na elektrodach

jest réwny R = T

-

Gestodé pradu 7 w dowolnym punkele
folii snajdujemy traktujac praeplyw
pradu jako superpozycie pradu
rouplywajacego sig symetrycznie

% punktu A do nieskoficronodci

i wplywajacego symetrycanie

# nieskorficzonodei do punkiu B (rys.)
. i

= 27\'?‘4&‘-
gdeie ry i rp 83 odleglodeciami
dowolnego punktu folii od A4 § od B.
% prawa Ohma znajdujemy natesenie
pola elektrycanego E = #j. Calkujac
wadlug AB snajdujemy napiecie UV

z=FQ
Ig Ig
U= | BEdl= e o ey =
]f /(2wld+2i\-(m—t}d) -
o
I

& ="ro

J 21’I‘!‘Bd 3

Lo Y
ﬂ‘d o
z

= rg

Btad B = L In . Jeseli
rd

0
sastosowalibydmy elektrody punktowe,
otreymalibydmy nieakoﬁczonyl opér

folii, co uniemoiliwiloby wyszraczenie d.

Preeksstalcajac wadr otraymujemy

e & = fo
d= —=ln =——x,
nit o ro

to na kasdej tworzacej istnieje tzw. punkt centralny i ma on te wlasnoéé, ze gdy
oddalamy sie od niego wzdlug tej tworzacej, to wektor normalny odchyla sie

o kat, ktérego tangens jest proporcjonalny do odleglodci od punktu centralnego.
Reasumujac, na powierzchni rozwijalnej wektory normalne nie zmieniaja sie
wzdlui tworzacych, podczas gdy na powierzchni nierozwijalnej wektory normalne
,zachowuja sie” tak, jak na paraboloidzie hiperbolicznej — na calej drodze
wzdhui tworzacej odchylaja sie o kat pélpelny (miedzy skrajnymi poloieniami
granicznymi). Widaé, ze wladnie ta ostatnia sytuacja ma miejsce w pozostalych
dwéch przykladach podanych wyzej.

Drugi ze sposobéw wyréinienia powierzchni rozwijalnych weréd prostokreslnych
bedzie wykorzystywal pojecie krzywizny Gaussa. Aby ja zdefiniowa,
wybiersmy pewien punkt P na powierzchni (niekoniecznie nawet prostokreslnej)
i rozpatramy wszystkie mozliwe przekroje tej powierzchni plaszczyznami
prostopadlymi (do plaszczyzny stycznej w tym punkcie) i przechodzacymi

przez wybrany punkt P. Przekroje te beda krzywymi ptaskimi przechodzacymi
przez P. Dla kasdej z nich wéréd okregéw stycznych do niej w P istnieje

jeden taki, ktéry ja najlepiej przybliza w okolicy punktu P; nazywamy go
okregiem &cisle stycznym w punkcie P. Odwrotnoéé promienia okregu $cisle
stycznego nazywamy krzywizna danej krzywej w punkcie P. Im mniejszy
promiefi okregu przyblizajacego krzywa, tym wicksza jej krzywizna — to chyba
zgadza sie z nasza intuicja. Nastepnie wybieramy w punkcie P jednostkowy
wektor normalny (jeden z dwéch, bo powierzchnia w R® — przynajmniej lokalnie
— ma dwie strony). Jesli nasz okrag lezy po przeciwnej stronie powierzchni

niz wybrany wektor, to krzywizne opatrujemy znakiem minus. Dociekliwy
Czytelnik zauwazyl pewnie, se przekréj moie by¢ np. linia prosta lub miec punkt
przegiecia w P. W takich przypadkach okredlamy krzywizne jako réwna O.
Okazuje sie, se albo krzywizny wszystkich przekrojéw normalnych w P sa réwne,
albo istnieja dwa przekroje majace najwieksza i najmniejsza krzywizne i ze

sa one do siebie prostopadie. Kierunki styczne do powierzchni, wyznaczajace

te przekroje, nazywaja sie kierunkami gléwnymi w punkcie P, a odpowiednie
krzywizny — krzywiznami gléwnymi (w przypadku, gdy wszystkie przekroje
maja réwne krzywizny, wszystkie kierunki sa giéwne). Teraz mozemy juz podac
definicje krzywizny Gaussa naszej powierzchni w punkcie P. Krzywizna ta jest
iloczynem krzywizn gléwnych w tym punkcie. Zauwaimy, ze jasna interpretacie
ma jej znak. Mianowicie, dodatnia krzywizne Gaussa maja powierzchnie
wypukle w jedna strone (podobne do pagérka lub dotka), ujemna — powierzchnie
podobne do siodla (lub przeleczy), wreszcie zerowa — powierzchnie majace
wszystkie przekroje o zerowej krzywiznie lub jeden o krzywifnie zerowej,

a pozostale o krzywifnie tego samego znaku. Przypomnijmy sobie nasze

trzy przyklady. Razut oka na szkic wystarcay, zeby stwierdsic, ii wszystkie
wygladaja jak siodla (lokalnie) 1 wobec tego maja ujemna krzywizne Gaussa

w kaidym punkcie. Mozna udowodnié, ze wszystkie powierzchnie prostokresine
maja ujemna lub zerowa krzywizne Gaussa w kazdym swoim punkcie. A co

z powierzchniami rozwijalnymi? Okazuje sig, Ze maja one wszystkie zerowa
krzywizne. Dla plaszczyzny, stoika i walca Czytelnik chyba bez trudu sprawdzi
to sam, ale dla powierzchni stycznych trzeba by troche porachowaé. My jednak
postapimy inaczej. Wykorzystamy pewne twierdzenie udowodnione przez
Gaussa. Méwi ono, ze krzywizna Gaussa dowolnej powierzchni nie zmienia

sie przy zginaniu (bez rozciagan). Wynika z tego, ie skoro krzywizna Gaussa
plaszczyzny jest zerowa, to zerowa jest tez krzywizna kazdej powierzchni
rozwijalnej. Gauss byl tak dumny ze wspomnianego twierdzenia, ze nazwal je
theorema egregium, czyli twierdzenie chwalebne. Zwréémy uwage, ze wcale nie
jest ono oczywiste — krzywizna Gaussa jest okreslona za pomoca przekrojéow
normalnych, ktére zmieniaja sie prazy zginaniach! Wracajac do powierzchni
rozwijalnych, moina wykazaé, ze sa one jedynymi powierzchniami o zerowej
krzywifnie. Otrsymalidmy wiec drugi warunek charakteryzujacy powierzchnie
rozwijalne wéréd prostokreslnych: zerowanie si¢ krzywizny Gaussa.

Na zakoriczenie warto moie wspomnieé o pewnej wlasnodci sumy krzywizn
gléwnych, czyli o tzw. krzywifnie éredniej. Mianowicie, zerowa krzywizne
$rednia maja tzw. powierzchnie minimalne, ktérych modelami w przyrodzie sa
baiiki mydlane rozpiete na (niekoniecznie ptaskim) konturze z drutu.
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