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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakeji Delty

® Skrét regulaminu

Kaidy moze nadsylad rozwiazania zadad z numeru 1 w terminie do korica miesiaca

co miesiac lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadad z matematykii z fizyki nalezy

n + 3. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
— czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi¢

przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skaliod 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wapblczynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume

Termin nadsylania rozwiazarn:
31 VIIT 1993

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 086b, kitdre nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje

nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z:dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazad
zadad 243 (WT=2,00) i 244 (WT=2,78)
z numeru 8/1992
Mikotaj Rotkiewics — Warszawa 47,40

Marek Prauza — Pora]j 45,98
Marcin Kasperskl - Warszawa 38,26
Jerzy Janowicy ~ Bolestawiec 37,80

Witamy w Klubie 44 pana Mikotlaja
Rotkiewicza oraz gratulujemy
dwunastemu Weteranowi
matematycznego Klubu 44, ktérym
szostal pan Marek Prauza.

Zadania z matematykinr 261, 262

Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Redaguje Marcin E. KUCZMA

261. Wyznaczy¢ wssystkie pary dodatnich liczb calkowitych z, n spelniajace réwnanie

"+ (z+1)" = (z+2)".

262. Czy istnieje na plaszczyinie zbidr ograniczony wypukly, o niepustym wnetrzu,
ktéry mozna podzielié trzema liniami prostymi na siedem czedci o réwnych polach?
(Poda¢ przyklad lub wykazaé, 7e nie ma takiego zbioru.)

Zadanie 262 zaproponowal pan Janusz Olszewski z Suwalk.

Rozwigzania zadan z matematyki z numern 1/1993
Przypominamy treéé zadafi:

258. Dane s3 licsby calkowitea > 1, k> 0, m Z 3, przy czym m jest dzielnikiem liczby

3

k . ;
a®” + 1. Dowiedé¢, e m > 251,

254. Wyznaczy¢ wsaystkie funkcje ciagle f : R — R spelniajace réwnanie

Iz +3) = F=)F(y) (i— + 3)

253. Liczby a oraz m sy wzglednie pierwsze. Stad
w szczegdlnodel wynika, ze reszta z dzielenia kazdej 2z liczb

k+1
a, 0702 a4 b ... , a?

przee m jest rézna od zera. Przypudémy, whrew tezie,

e m < 251 W wypisanym wyzej ciagu znajda sie wéwezas
co najmniej dwie liczby dajace jednakowe reszty przy dzieleniu
przez m:

e L<wreyx sttt =g (mod m).

Skoro NWD(a, m) = 1, wnosimy stad, se a® " = 1 (mod m).
Zapiszmy réznice s — r w postaci s — r = 2%, 0 <a<k,

g nieparzyste. Skoro, z zalozenia, a’k = —1 (mod m), zatem
k—o k—a
k— 0 2
pEE (a“*') = (aﬂ“) =
= azk‘? = (azk)‘;r =(-1)?=-1

whrew temu, e m > 3. Sprzecznosé korczy dowéd.

{mod m),

254. Zaldimy, ze funkcja f spelnia podane réwnanie funkcyjne
i preyjmijmy

o@) =1 4. sem\ (o).
T
Réwnanie przybiera postad
T+
(24 9)0e +9) = 20(s) -9aly) - ¥ dla 2,02+ y € R\ {0},

czyli

(1) g(z+v) = 9(=)aly) dla z,y,z+y e R\ {0}.
Przypudémy, Ze g(zo) = 0 dla pewnego zg € R \ {0}. Kladac

w (1) z = 2o, y = t — zo (gdzie ¢ jest dowolng licaby rézng od 0
Lod zg) otrzymujemy g(t) = 0; & dowolnosei wyboru ¢ wnosimy,
ze g jest funkcja tozsamodciowo réwna zeru w R \ {0}.
Przyjmijmy teragz, ze g(z) # 0 dla wszystkich z € R \ {0}.
Kladac w (1) z = y = ¢/2 (gdzie ¢ jest dowolna liczbg rézna

od 0) dostajemy

(2) o) =(o(t/2))*>0 dia teRr\{o}
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dla z,y€ R\ {0}.

Wykasemy, ze
(3) lim g(z) = 1.
z—0

Niech (z,) bedsie dowolnym ciagiem liczb régnych od zera,
zbieznym do zera. Na mocy réwnania (1) (¢ 2 = z,, y = 1)
mamy

lim g(zn) = lim ﬂz"—-i-l) = g(_l) =1
co dowodzi stusznodei swiazku (3). Zatem nadajac funkeji g
wartogé ¢(0) = 1 preediutamy jg do funkeji ciaglej na calym
zbiorze liczb rzeczywistych.

Tak rogszerzona funkcja g spelnia réwnanie (1) taksge dla par
liczb z,y, & ktdrych jedna (lub obie) réwna sig zeru. Pozostaje
rozwasy¢ sytuacje, gdy z,y # 0, alez + y = 0. Wéwezas

9(2)o(y) = o(z)o(~2) = lim g(z+ 1)g(~2) =
= li 1 -
Jim o((2+2) + (=)

Tak wiec

9(z +v) = 9(=)g(v)
Zatem funkeja ciagla h: R — R dana wzorem h(z) = In g(z)
(okreglona poprawnie, dzigki nieréwnodci (2)) spelnia réwnanie

h(z +y) = h{z) + h(y) dla z,y €R.

Widdomo, #e kaida taka funkcja ma postad h(z) = cz, gdzie
¢ jest pewng stala. W takim razie g(z) = e°% = = (gdzie
a = e® > 0), badé teé g(z) réwna sig toisamodciowo zeru
(preypadek rozpatrzony wezedniej).

Jim 9(2) = 9(0) = s(=+1).

dla wsgzystkich z,y € R.

Wobec tego funkcja f ma postaé

f(z) =0 lub f(z) = za®
(w zbiorze R\ {0}, wigc tei — prees ciaglodé — w zbiorze R);
a moge by¢ dowolng staly dodatnia. Sprawdgenie, ze kaida
funkcja takiej postaci spelnia wyjsciowe réwnanie, jest
natychmiastowe.



Zadania = fizyki nr 159, 160

IZZAREZZL
Redaguje Jerzy B. BROJAN
L 159. Male cialo zawieszono na nici, ktéra moze by¢ wciagana przez maly
otworek (rys.) i wprawiono w ruch drgajacy o amplitudzie katowej ao; swobodna
dlugodé nici wynosita wtedy lp. Nastepnie wciagnieto nié bardzo powolnym ruchem
jednostajnym tak, Ze diugoéé swobodna zmalala do ly. Jak wyraza sie przez dane
Croléwka ligi zadaniowej wielkosci koricowa amplituda katowa o, ? Zalozy¢, e obie amplitudy katowe sa male.
Klub 44 F

po uwsglednieniu ocen rorwiazah 160. W okolicach niezelektryfikowanych uiywa sie czasem lodéwek dzialajacych
sadad 143 (WT'=3,80) i 144 (WT=2,40) dzieki spalaniu ropy (lub innego paliwa). Ocenié ilodé ropy, ktéra trzeba spalié,
z numeru 9/1992 aby zamrozié 1 kg wody. Zalozy¢, je lodéwka jest idealna maszyna cieplna. Dane:
Tomasz Wietecha  — Tarnéw 28,92 temperatura otoczenia (czyli takie temperatura poczatkowa wody) 25°C, cieplo
i:‘d'r’:;'};:'f;z;’;ki: g;‘;’:i‘;‘:l';;“:i:;: wiadciwe wody 4200 J/kg-K, cieplo topnienia lodu 3,3 - 10°J /kg, cieplo spalania
ropy 45 Ml /kg, temperatura spalania 1200°C,

Rozwiazania gadaii s fizyki 2 numeru 1/1993 153. Przednia i tylna of motocykla sa odlegle 0 d = 1,4 m,
promied ké! wynosi r = 0,4 m, a wspélczynnik tarcia opon
Przypomnmmy tredé zadaii: © jezdnig jest réwny f = 1. Srodek masy motocykla wraz

% motocyklista znajduje sie w jednakowej odleglodci od

obu osi na wysokodci b = 0,8 m nad ziemis. Obliczy€
minimalna droge hamowania motocykla jadacego 5 predkodcia
poczatkowsa v = 60 km/h, jedli

a) uiywad tylko tylnego hamuleca,

b) uiywad tylko przedniego hamulca,

161. Czy moina zwickszy¢ amplitude drgafi w obwodszie LO:
a) zblizajac i oddalajac w odpowiednich momentach okladki
kondensatora?

b) wsuwajac miedzy okladki i wysuwajac plytke = dielektryka?
c) zblizajac i oddalajac zwoje cewki?

d) wsuwajac do wnetrza cewki i wysuwajac magnes staly?

W jakich momentach trzeba wykonywad opisane wyiej ruchy, ¢) uiywaé obu bamulcéw.
aby wzrost amplitudy byl najwickszy? Przedyskutowad wyniki.

151. Zwigksgenie amplitudy drgarn wymaga dostarczenia energii, ktére w tym preypadku
nast¢puje na drodge pracy mechanicznej. W naladowanym kondensatorze oktadki preyciagaja
si¢ wzajemnie, a dielektryk jest wciagany do érodka (inaczej: dla ustalonego ladunku energia
kondensatora rognie prey oddaleniu okladek lub usunigciu dielektryka), zatem oddalac okiadki
lub wysuwaé plytke nalesy w tych momentach, gdy ladunek osiaga wartogé maksymalna,
zblizaé zad wtedy, gdy ladunek przechodsi przez zero. W cewce swoje preyciagaja sie (wedlug
prawa oddzialywania pradéw), nalegy wiec je oddalad wiedy, gdy prad jest maksymalny,

a gbligad, gdy przechodsi przez zero. Oddzialywanie miedzy magnesem a cewks moge

by¢ zaréwno preyciagajace, jak i odpychajace, czyli oba ruchy nalesy wykonywad prey
maksymalnym pradzie: zblizaé przy odpychaniu (iednoimienne bieguny naprzeciw siebie),

a oddalad przy przyciaganiu (naprzeciw bieguny régnoimienne). Odnotujmy, #e tylko

metoda d) mozna webudgié drgania, jedli poceatkowo nie wystepowaly w ogdle.

152. Ognaczywsey sily nacisku przedniego i tylnego kota na jezdnie prees Ny i Ny,
a odpowiednie sily tarcia przes T, i T2, mamy réwnania

(1) Ny + Ny =mg,
(2) T1 + Tz = ma,
(3) (T +Ta)h = (N - o),

prey ceym ostatni weér wynika stad, e motocykl jako calodé nie obraca sie (suma momentdw

sit wegledem drodka masy réwna sig zeru). Zauwasmy, ze promieri kél nie ma dla rozwigzania
zadnego znaczenia. W przypadku a) podstawiamy Ty =0, T, = N3 f i roewiazujac uklad

réwnar gnajdujemy opéénienie motocykla hamujacego tylnym hamulcem

_ fg

4= -—25

2(1+ fh/d)

Gdy postugujemy sie przednim hamulcem, podstawienie T, = 0, Ty = N, f daje wynik

PSS | S
2(1- fh/d)’
prey ugyciu zad obu hamuledw otreymujemy a = fg. Nalesy jednak pamigtaé, ge ugycie
przedniego hamulca grozi preewrdceniem sie motocykla. Formalnie rzecs biorac, ostatnie dwa
wyniki sa poprawne tylko wtedy, gdy wyliczona & réwnan wartodé N3 jest nieujemna. Prrzeglad

=3,12 m/s?.

. . : g d
dokonywanych preeksstalcert prowadsi do wniosku, ge & warunku N3 > 0 wynika g < g—;
dalej widgimy, e obliczone wyie]j wartodci preyspieszenia w preypadkach b) i ¢) s3 prawidlowe

d
tylko wtedy, gdy 5 2 fh. Podstawiajac dane licebowe preekonujemy sig, $e warunek ten nie

; . ; d . :
Jest spelniony, zatem dla obu preypadkdw b) i) dumas = B = 8,58 m/s%. Widaé tez, jaka
jest bezpieczna metoda hamowania: poniewas do réwnan nie wchodsa sity Ty i T oddeielnie,

lece tylko ich suma, nalegy wiec nacisnaé maksymalnie tylny hamulec, przedni za$ écisnaé tylko

tyle, aby opdénienie weroslo do granicznej wartodci gﬁ.

Droge hamowania obliczamy ze weoru s = v?/2¢ — prey hamowaniu tylnym hamulcem wynosi
ona 44,5 m, 2 w pozostalych preypadkach 16,2 m.
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