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Jeszcze o ciaglych bijekcjach

Przypomnijmy: homeomorfizm tc taka ciagla

bijekcja, ze funkcja do niej odwrotna tez jest ciagla.

O niehomeomorficzanych zbiorach, ktére moina
przeksztalcad wzajemnie na siebie za pomoca bijekc]i
ciagtych, pisaliSmy w EPSILONACH nr 8 1 9. Ale moZna
zadad jeszcze inne pytanie zwigzane z tymi zagadnieniami:
czy istnieje zbiér X i ciagla bijekcja f: X — X, ktéra nie
jest homeomorfizmem?

Odpowiedni zbiér i funkcje mozna znalezé, bazujac na
konstrukcji , par niehomeomorficznych®. Zbiér ckreslamy
nastepujaco:

X=...(-2,-yu{oju(,)u{stu(4,5)uistu...
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Funkcje zag definiujemy tak: punkt {3} i przedzial (4,5)
przesuwamy i ,doklejamy” do przedziahu (1,2); za pomoca,
JSciniecia® otrzymamy znéw przedzial (1,2). Wazystkie
liczby zbioru X wigksze niz 5 przesuwamy ¢ 3 w lewo.
Funkcja ta (jak ja zapisaé wzorem?) bedzie bijekcja ciagla
X na X, ale nie homeomorfizmem (przy funkcji odwrotnej
przedziat (1,2) bylby rozerwany).

Nasuwa sie kolejne pytanie. Skorzystalidmy w sposéb
istotny % tego, Ze nasz zbiér mial nieskonczenie wiele
»kawalkéw”. Czy gdyby zbidr byt ,jednokawalkowy”
(matematycy nazywaja takie zbiory spéjnymi), odpowieds
bytaby inna?

Okazuje sie, Ze 1 tu mozna podaé kontrprzyklad.

Do prostej na piaszczyinie dodajmy ,,petelki” i odcinki
(bez grnego kofica), zaczepiajac je w punktach
o wspdirzednych catkowitych (por. rys.).
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Funkcje okreSlamy ,,zawijajac” odcinki zaczepione w 01 3
w petelki i przesuwajac cala figure o 2 w lewo.

Tu zbiér byt juz spéjny, ale nie byl domkniety (ze wzgledu
na korice pienowych odcinkéw) ani ograniczony. Co by sig
zatem stalo, gdybysmy narzucili i te dwa warunki?

Jezell myslimy o podzbiorach plaszczyzny, to dodanie
jednego z nich nie przeszkadza w istnieniu kontrprzyktadu
— mozemy zamienié odcinkl w pélproste lub ,dciednié

1 zagedcic” figure tak, by ja zawrzed w pewnym kole.

Gdy jednak doedamy oba warunki jednoczeénie, sytuacja
jest inna!

Bardzo wainym pojeciem matematyki jest zwartodé. Jakgz
cudowng wlasnodcig jest zwartodé — tak zaczyna Klaus
Jénich rozdziat 1.8 swego podrecznika Topologia (polski
przeklad: PWN 1991). W przypadkach podzbioréw R"

{a wiec 1 prostej, ptaszczyzny, przestrzeni) zbidr jest zwarty
wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony.
Klasyczne twierdzenie (i wecale nie trudne w dowodzie)
méwi natomiast, e bijekeja ciagla okreslona na zbiorze
zwartym jest homecomorfizmem. Dodajmy, Ze spdjnosé nie
odgrywa tu roli.

Zauwaimy przy okazji, jak moze przydaé sie znajomosé
rozmaitych twierdzen. Znajac wspomniany wynik od razu
wiadomo, gdzie ewentualnego kontrprzyktadu na pewno

szukaé nie nalezy...
Kraysztof CIESIELSKI
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Podczas egzaminu student przedstawia dowdd twierdzenia.
W pewnym momencie ,zacina si¢” i mimo kilku préb nie
moze sobie przypomnieé, jak dowdd poprowadzié dalej.

W tej sytuacji profesor decyduje sie mu poméc, jednakze
po chwili zadumy stwierdza:

— Wie pan co? Dobrze, Ze to pan ten egzamin zdaje,

a nie ja.

Podczas egzaminu student przedstawia dowéd twierdzenia.
W pewnym momencie ,zacina sie” i mimo kilku préb nie
moze sobie przypomnieé, jak dowdd poprowadzié dalej.

W tej sytuacii profesor (ktéry ten fragment materiatu
wyktadal w oparciu o swéj wiasny skrypt) decyduje sie mu
poméc. Okazuje si¢ jednak, zZe i on nie pamieta dalszego
ciagu dowodu. Wéwezas, po chwili zadumy, stwierdza:

— Prosze pana, po co my sie meczymy? Przeciez tu,

na biurku legy skrypt, sprawdZmy, jak ten dowdd idzie
dalej.

(Obie historie sa autentyczne.)
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