Twierdzenie Picka

Punktami kratowymi na plaszczyfnie nazywamy punkty o obu wspéirzednych
calkowitych. Twierdzenie Picka daje prosta formule obliczania p6l wielokatéw,
ktérych wierzcholki poloione sa w punktach kratowych (dalej wielokaty takie
nazywamy kratowymi). Pole to jest réwne

1

gdzie w oznacza liczbe punktéw kratowych lezacych wewnatrz wielokata, a b
. — liczbe punktéw kratowych lezacych na jego brzegu. Uzasadnienie tej formuly
podzielimy na kilka czedci.
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1. Zalézmy, #e wielokat kratowy zostal podzielony odcinkiem o koficach

w punktach kratowych, lezacym wewnatrz wielokata, na dwa mniejsze wielokaty.
Niech liczby punktéw kratowych, lezacych wewnatrz duzego wielokata

i wielokatéw mniejszych, beda odpowiednio réwne w, w;, wa, punktéw zad
brzegowych b, by, by. Zaléimy, ze na odcinku dzielacym znajduje si¢ poza

Rys. 1. Pole=G+1-8—-1=09.
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koticami z punktéw kratowych. Wéwczas w + Eb —1= (w1 +ws+2z)+

1 1 1 1 . A
-+ (5614-—2—62— T — 1) —1= w1+§bl — 14wy + Ebg—*l. 7 zaleznodci tej
wynika, ze jesli formula jest prawdziwa dla dwéch z tych trzech wielokatéw
(dwéch mniejszych lub wigkszego i jednego z mniejszych), to i dla trzeciego .

2. Prostokat kratowy o bokach dtugoéci m, n réwnoleglych do osi zawiera
o wewnatrz w = (m — 1)(n — 1) punktéw kratowych i na brzegu b = 2m + 2n

Fys 2 takich punktéw. Zatem w + Eb Z 1 = mn, a wiec formula jest prawdziwa dla

takich prostokatow.

3. Tréjkat kratowy prostokatny o przyprostokatnych réwnoleglych do osi jest
polowa pewnego prostokata kratowego o bokach réwnoleglych do osi (rys. 2).
. Formula dla takich tréjkatéw wynika wiec z 11 2.

4. Dowolny tréjkat kratowy mosna uzyskaé usuwajac z pewnego prostokata
kratowego o bokach réwnoleglych do osi kilka tréjkatéw kratowych
prostokatnych o przyprostokatnych réwnoleglych do osi. Jak to mozna zrobid,
} pokazujemy na rysunku 3. Formule dla takich tréjkatéw otrzymuje sie wiec

| - z 1-3.

5. Dowolny wielokat kratowy mozna podzielié na tréjkaty kratowe. Nastepnie
wystarczy zastosowaé 1 i 4.

| Rys. 3. E. P.
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Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKIT
™ 664. Wewnatrz kwadratu o boku 1 danych jest dziewieé régnych punktéw.
Udowodnié, fe wéréd wszystkich tréjkatéw o wierzcholkach w tych punktach istnieje
przynajmniej jeden majacy pole mniejsze od 1/8.
Rozwiazanie na str. 5

M 685. Dla danego n € N znaleé najwieksze k € N o wilasnodci: w zbiorze
n-elementowym mozna wybraé k podzbiordw o parami niepustych przecigciach.
Rozwiazanie na str. 5

M 866. Dane sa dwa nieskoriczone ciagi liczb naturalnych (an) oraz (b.). Wykazal,
e istnieja takie 4,7 € N, 1 < j, dla ktérych jednoczeénie a; < a; oraz b; < b;.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje Jarostaw KULPA

F 855, Oszacowad, jakie ciénienie panuje na szczycle Mount Everest

(H = 8848 m n.p.m). Przyjaé, Ze cinienie na poziomie morza jest réwne cidnieniu
normalnemu po = 101325 Pa, masa molowa powietrza wynosi g = 0,029 kg/mol,
temperatura na poziomie morza wynosi 15°C i maleje wraz z wysokodcia. Gradient
temperatury wynosi a = 6,5°C/km.

Rozwiazanie na gtr. 12

F 356. Meteoryt o gestodci trzykrotnie wigkszej od gestodei wody wpad! do oceanu.
Obliczyé, ile razy predkodé meteorytu w powietrzu byla wieksza od jego predkodci
w wodzie po wyhamowaniu. Gestodé powietrza wynosi g, = 1,3 kg/m?, gestosé wody
2w = 1000 kg/m®.

Rozwiazanie na str. 12




