Nawet najbardziej krnabrni i odporni na wiedze uczniowie znaja twierdzenie
Pitagorasa (tak przynajmniej bylo w zamierzchlych czasach, gdy autor
niniejszego teksciku koriczyl szkole podstawowa) méwiace o tym, ze w tréjkacie
prostokatnym suma kwadratéw dlugodci przyprostokatnych réwna jest
kwadratowi diugosci przeciwprostokatnej. Opowiemy krétko o ladnym
uogdlnieniu tego twierdzenia.

Wyobraimy sobie czworoscian ABCS o tej wlasnodci, e katy ASC, CSB
oraz BS A sa proste (chcialoby sie rzec: czworodcian prostokainy). Udowodnimy,
ze dla takiego czworosdcianu

(1) Siabc =SAasc +SApsc + Shase
(82 4pc oznacza tu kwadrat pola tréjkata ABC, itp.).

Niech w bedzie wysokoscia opuszczona z wierzchotka S na éciane ABC (rys).

Popatrzmy na tréjkaty ASC 1 ABC; maja one wspélna podstawe AC, zatem
stosunek k ich pél jest réwny stosunkowi wysokodci opuszczonych na bok AC.
Zauwaimy, ze wysokos¢ tréjkata ASC otrzymujemy rzutujac wysokosé
trojkata ABC prostopadle na plaszczyzne ASC; stad wynika, ze k = cos f3,
gdzie f jest katem pomiedzy plaszczyznami ABC i ASC, albo — co na jedno
wychodzi — pomigdzy wysokodcia w i prosta BS (patrz margines). Stad
Shasc = 08?5 upe

Podobnie mozemy wyznaczyé stosunki kwadratéw pél tréjkatéw BSC i ASB do
Latwo zauwaiyd, ze wysokodci hy T 1 53k ABO- d takls 5 2 g 2 das
i Hy seliody sig w jedmym: purikeie: wadratu pola tréjkata ; 83 one odpowiednio réwne cos? & 1 cos? v, gdzie o

oraz ie wysokodé w ,trafia” w hy i 7 to katy pomiedzy wysokoscia w a prostymi SA i SC. Stad juz tylko krok do
(dlaczego?). Tréjkat BSD jest WZOru ¥
prostokatny, wicc LBSO = LSDB = 8. 5 2 . 5 5

(2) (cos® & + cos? B+ cos®v) - SR ape = SAgso + Shasc + Saase-
Wystarczy jeszcze tylko zauwazyé, e suma kwadratéw cosinuséw w nawiasie
po lewej stronie (2) jest réwna 1 — wynika to natychmiast z twierdzenia
Pitagorasa. (Czytelnik sam zechce zauwaiyé, w jaki sposéb; nie sprawi
mu to duzych trudnosci, jesli kiedykolwiek obliczat dlugoéé przekatne]
prostopadlogcianu majac dane dlugosci krawedzi. Tutaj role owej przekatnej

spelnia w.)

Chetni moga teraz bez klopotu wypisaé analogiczne twierdzenia dla czterech,
pieciu, szesciu,. .. wymiardéw.

Zapamietalym rachmistrzom polecamy dowéd wzoru (1) z wykorzystaniem
wzorn Herona na pole tréjkata.

P&

Wei ksiazke, najlepiej w sztywnej okladce, i naléz na nia gumke, aby sie nie
otwierala. Podrzué ja teraz do géry wprawiajac w ruch obrotowy.

Moina ja wprawié w obrét wokél trzech

osi zaznaczonych na rysunku. Przekonassz
sie, ze obrét wokdl dwéch z tych trzech osi
jest stabilny, natomiast wokdl trzeciej — nie.
Ksiazka, oprécz obrotu, wykonuje jeszcze
wibracje. Dlaczego?

Zeby zjawisko wytlumaczyé w peli, naleiy zastosowad réwnanie ruchu
bryly sztywnej. Jakosciowo mozna to wytlumaczyé odwolujac sie do
intuicji. Moment bezwladnodci ksiazki wzgledem dwéch osi jest minimalny
i maksymalny; obroty wokél tych osi sa stabilne ze wzgledu na male
zaburzenia. Moment bezwladnosci wzgledem trzeciej osi ma wartodé
posrednia i ruch nie jest stabilny. Niewielkie zaburzenia powoduja wibracje
ksiazki.

J. K.
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Rys. 2

Dawne obserwacje spektroskopowe korony slonecznej wykazaly obecnoéé
w niej jakiegoé pierwiastka nie znanego z Zadnego laboratorium ziemskiego.
Nazwano go koronium. Z biegiem czasu okaszalo si¢ jednak, ze nie jest to nowy
pierwiastek, tylko zwyczajne Zelazo znajdujace si¢ jednak w niezwyczajnych
warunkach. Otéz przy wysokim rozrzedzeniu pierwiastki moga dawad
linie widmowe odpowiadajace przejéciom energetycznym niemozliwym do
zrealizowania w warunkach normalnych. W tych bowiem warunkach, ktére
uwagamy za normalne, atomy dodé czesto zderzaja sie i pewne ich poziomy
energetyczne sa wskutek tych nieustannych zaburzefi praktycznie nieosiagalne.
Staja sie osiagalne dopiero wladnie, gdy atomy miedzy zderzeniami maja ,chwile
wytchnienia” — a tak jest juz w koronie slonecznej. Powstajace w taki sposéb
linie widmowe nazywane sa wzbronionymi. Tak wiec owe podejrzane linie
okazaly sie¢ webronionymi liniami atoméw zelaza, ale — i tu znéw niespodzianka:
telaza wielokrotnie zjonizowanego. Odkrycie to stwarzalo, jak widzimy, kolejna
zagadke: skad w koronie slonecznej tak wysoka temperatura zdolna spowodowad
oderwanie sie od atoméw zelaza kilkunastu elektronéw — a potrzeba do tego
okraglo liczac miliona stopni. Zdawaloby sie, ze wysoko nad powierzchnia
Slofica powinno byé w kasdym rasie nie gorecej niz na jego powierzchni.
Na szczedcie i to zostalo wyjadnione. Mianowicie nieustannie wzburzona
powierzchnia Slorica jest frédlem fal déwickowych. Fale te rozchodza sie
w gére w ofrodku o malejacej gestodci, ich amplituda musi zatem rosnaé tak,
ge w koricu przekssztalcaja sie w fale uderzeniowe przekazujac swoja energie
rzadkiemu gazowi koronalnemu. Grzanie to jest, jak sie okazuje, tak silne,
fe umosliwia utrzymywanie si¢ w koronie slonecznej temperatury rzedu miliona
stopni.

T. K.

Udowodnié, ze

T 7 i
2 4q 6 87
= co8 (?) + co8 (?) =+ cos (?) +cos (?) .

Zadanie to wydaje sie okropne, ale moéna je szybko rozwiazaé, jesli zacznie sie
od czegod znacznie mocniejssego:
udowodnié, ze wartodé wyrasenia

[ S 2 i 4x £ P 2km 3 o 2nm
2n+1 n+1) T \apr1) T T n 1

nie salezy od n.

Chcac to udowodni¢ nie bedziemy siegali do wzoréw trygonometrycznych.
Mozemy natomiast siegnaé do ... wielokata foremnego o nieparzystej liczbie
wierschotkéw. Umiedémy taki wielokat w ukladzie wspéirzednych tak, by jego
srodek byl w punkcie (0,0), a jeden z wierzchotkéw w punkcie (1,0). Suma
wektoréw laczacych (0,0) z wierschotkami wielokata jest wektorem zerowym.
Gdyby bowiem tak nie bylo (rys. 1 — tu n = 3) i suma ta bylaby niezerowym

wektorem ¢, to obracajac wielokat o kat 5 :i i nalozylibysmy wielokat na niego
n

samego; suma nie powinna si¢ zmienié, a tymczasem wektor ¥ zostalby obrécony.
Obrét nie zmienia tylko wektora zerowego.
Jeéli suma wektoréw jest wektorem zerowym, to w szczegdlnodci suma
ich pierwszych wspéirzednych jest réwna zeru. A suma pierwszych
_— 1
wspblrzednych (rys. 2) to 1+ 2 -5, skad wynika, e § = e dla dowolnego n.

Ciekawe, te analogiczna suma sinuséw nie ma stalej wartosci. A moze dla
niektérych n otrzymuje sie jednakowe wyniki?

M. K.



Kwadrat ma 5 osi symetrii. Piata jest
prostopadla do kartki.

Obecnodé plam na Sloticu jest powszechnie znana. Jakod nikogo jednak nie
dziwi, Ze sa one czarne. Jezeli przecie cala powierzchnia Slorica ma temperature
zblizona do 6000 K, to jakim cudem moga na niej istnieé¢ tak male obszary
gimne? Otéz wcale nie sa one zimne. Plamy to miejsca, gdzie z glebi Slorica
wydostaja sie na zewnatrz tzw. rurki magnetyczne, czyli wiazki linii pola
magnetycznego. W plamach jest wiec stosunkowo silne pole magnetyczne, ktére
przeszkadza plazmie swobodnie poruszaé si¢. Tymczasem pod powierzchnia
Slotica zachodza silne ruchy konwekcyjne materii (czego widomym przejawem
jest granulacja), gdyz tam wladnie konwekcja jest najwazniejszym mechanizmem
Przenoszacym energie Pole magnetyczne ha.mujac te ruchy utrudnia zarazem
Wyplyw energii z wnetrza Slorica. Skoro wiec przes plame przeplywa mnle]
energii niz obok (na jednostke powierzchni, oczywiscie), to jest w niej po prostu
chlodniej, ale zaledwie o okolo 1500 K. Jasnoéé powierzchniowa zalezy jednak

az od czwartej potegi temperatury, plama wiec ma jasnoéé powierzchniowa
stanowiaca (4500/6000)* =~ 0,3 jasnodci czystej powierzchni Stofica. A to juz
wystarcza, by wskutek kontrastu z tarcza Slorica sama plama wydawala sie
czarna.

T. K.

Czy czworodcian moze mieé of symetrii? Prawie kaidy o to zapytany prébuje
rysowaé of przechodzaca przez wierzcholek i blyskawicznie odpowiada,

7e oczywiscie nie moze. Tymczasem czworodcian foremny ma az trzy osie
symetrii.

Sa nimi proste przechodzace przez érodki przeciwleglych krawedzi

(rys. na marginesie). A oto, dlaczego s3 one osiami symetrii: Kazda taka prosta
jest symetralna przeciwleglych krawedzi. Wobec tege przy symetrii wzgledem
takiej prostej wierzcholki przechodza na wierzcholki, a stad caly czworodcian
przechodzi na siebie.

Na rysunku widaé, Ze osie symetrii przecinaja si¢ w jednym punkcie. Moze jest
to niedokladnodé rysunku? Nie. Rzeczywiscie, przecinaja sie. Zreszta nie jest to
takie dziwne. Czworodcian ten jest, badZ co bad#, foremny. A moze jest to jakad
ogdlniejsza wlasnodé? Istotnie. Zachodzi nastepujacy fakt:

Osie symetrit dowolnego wielodciany przecinajq ste w jednym punkcie
(oczywiscie, o ile wieloscian ma przynajmnie; dwie osie symetrii).

Dowdéd. Poniewas przy symetrii wzgledem osi wielodcian przechodzi na siebie,
wiec érodek ciezkosci pozostanie w tym samym miejscu, nie ruszy sie. Oznacza
to, ze lezy on na osi symetrii, na kazdej osi symetrii. To zas oznacza, se érodek
ciezkodci jest punktem przeciecia wszystkich osi symetrii.

Na zakoriczenie odnotujmy jeszcze jeden ciekawy fakt. Otéz, jedli wielodcian (lub
wielokat) ma przynajmniej jedna of symetrii, to ma ich nieparzysta liczbe.

P H,

QOd lat obserwuja niebo satelity pracujace w zakresie rentgenowskim.
Sporzadzaja one m.in. obrazy fragmentéw nieba w tym zakresie. A jak
ogniskuje si¢ promienie X, skoro przeciez one przenikaja przez rozliczne
substancje latwiej niz §wiatlo przez szklo? Otéz, wykorzystuje sie przy

tym fakt, Ze promieniowanie rentgenowskie padajac niemal stycznie na
metaliczna powierzchnie odbija sie od niej, a nie wnika w glab. Obiektywem
rentgenowskim moze byé wobec tego tradycyjna paraboloidalna powierzchnia
metaliczna, z tym tylko, ze jej centralne czeéci sa zbedne. Do wykorzystania
jest waski pierdcien tej paraboloidy, odlegly od osi optycznej, na ktéry
réwnolegla wiazka promieniowania padalaby niemal stycznie. Taki piericien
ma duzo miejsca w centrum, mozna tam zatem umiedcié¢ drugi pierdcien
wyciety z innej paraboloidy, ale tak dobranej, by z ta pierwsza miala wspdlne
ognisko itd. W sumie obiektyw rentgenowski sklada sie z wielu WSpélosiowych
paraboloidalnych pierécieni metalicznych o wspélnym ognisku i przypomina

T. K.

l\JLwylot wielkiego wentylatora.



Phobos, pierwszy satelita Marsa, obiega planete po orbicie w przyblizeniu
kolowej o promieniu 9378 km. Znajac mase Marsa (6,42 x 102 kg) latwo
obliczyé, ze okres obiegu Phobosa wynosi okolo 7 godz. 40 min, a wiec jest
krétszy od okresu obrotu Marsa. Dla stojacego na planecie obserwatora Phobos
bedzie wiec wschodzil na zachodzie i zachodzil na wschodzie. Jest to jedyny taki

przypadek w Ukladzie Slonecznym.
1K

Potraktujmy kule ziemska jako idealnie gladka kule o obwodzie 40 000 km.
Niech N oznacza biegun pélmocny, S zag poludniowy.

Jak beda wygladaé narysowane na powierzchni tej kuli
a} kolo o érodku N i promieniu 20 000 km,

b) okrag o érodku N i promieniu 20 000 km,

¢) odcinek o koricach N i §,

d) érodek odcinka o koricach N i §7

-Uwaga. Kolo - to brzeg wraz z wnetrzem. Okrag - to tylko brzeg.
Odcinek NS sklada sie ze wszystkich takich punktéw P powierzchni kuli,
ze NP+ PS5 = NS; punkt P lezy w érodku odcinka NS, jeéli ponadto

00

Kola o coraz wiekszych promieniach.

b) N N N N
To jest odpowiedZ, czyli
v — okrag sklada sie tylko
5 3 5 H

z jednego punktu S.

Odpowiedzi

To jest odpowied#, czyli
cala powierzchnia kuli.

Okregi o coraz wiekszych promieniach.

c) cala powierzchnia kuli.
M

d) réwnik.

R H

Jak zmienia sie predkoéé sztucznego satelity lekko hamowanego przez bardzo
wysokie warstwy ziemskiej atmosfery? Pytanie moze wygladaé na niepowazne,
dopdéki nie uswiadomimy sobie, ze opér powietrza nie jest jedyna sila dzialajaca
na satelite. Na satelite dziala wszak stale sita grawitacji. Gdyby nie hamowanie
satelita obiegalby Ziemie po kole. Wskutek jednak lekkiego wyhamowania
satelita musi nieco obnizy¢ orbite, a na nigszej orbicie musi poruszaé sie
szybciej — tak wynika z praw Keplera! Oczywiécie, rozumowanie to jest sluszne,
jezeli hamowanie jest rzeczywidcie slabe, tzn. dopéki satelita porusza sie

w przyblizeniu zgodnie z prawami Keplera.
T. K.
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Rozwigganie zadania M 664.
Zauwarimy, e jesli wspystkie tray
holki tréjkata leza we wnetrau

go prostokata, to pole trdjkata

jest mniejsze od polowy pola

prostokata. (Wystarczy w tym c¢elu
roncial tréjkat na dwa mniejsze
prosta réwnolegla do jednego z bokéw
prostokata; wspdlna podstawa dwéch
mniejszych tréjkaté§w nie przekracza
jednego % bokéw prostokata, suma
zaf wysokodei nie przekracza drugiego

boku.)

Podzielmy kwadrat na catery rozilaczne

kwadraty, kazdy o polu 1/4, Wewnatrz

Pr iajmuniej jednego » nich znajduja

yeh dziewigcin
1 gzufladkowa

sie tray spodrn

punktdw (zas
Dirichletal):
uwagsg tréjkat o wierzcholkach w tych

zgodnie z poprzednia

punktach ma pole mniejsze od
1/2-1/4 = 1}3.

Rozwigzanie gadania M 686. Zbiér

n-elementowy A = {ay,aa,...,an}
ma 2™~ réinych podzbioréw

zawierajgcyveh element ay; katde dwa
z nich maja, oenywifcie, niepuste
przeciecie. Zatem k > 2771,

Ustawmy teraz wszystkie podzbiory
zbioru A w 2™ ! par biorac do kaidej
pary podzbidr i jego nzupelnienie.

Jeéli dane jest m > 277! réin

podzbioréw A, to (agodnie »
szufladkows Dirichleta) przynajmniej
dwa spoéréd nich pochodza z tej samej
pary, czyli majg puste przecigeie; zatem
k jest réwne 2771,

Roswiazanie sadania M 666.
Skorzystamy » faktu, fe kaidy ciag
liczb naturalnych zawiera element
najmniejszy.

Wybieramy najpierw niemalejacy
podciag (ang Jx=1,3,... ciagu (an).
(To proste; jako an, bierzemy
najmniejszy wyraz ciagu (an), jako
@n, — najmniejszy wyras ciagu
(any+5)5=1.3,..., itd.) Nastepnie
znajdfmy taki numer n;,, seby

& bylo najmniejszym wyrazem

D im

ciagu (bny Jk=1,2,....

Jedli teraz polotymy € = nm, § = Bm41,
to, oczywidcie, warunki zadania beds
spelnione.

Przyspieszenie ziemskie

Czy w miare zjezdzania w glab kopalni czuliby$§my grawitacje rosnaca czy
malejaca? Przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni kuli o promieniu r

i masie M(r) wynosi, jak wiadomo, g = GM (r)/r?®. Uwaga: masa leiaca

w kulistej warstwie ,ponad” obserwatorem nie wywiera na niego zadnego
dziatania! Wynik eksperymentu nie jest wiec oczywisty, poniewaz z jednej strony
w miare zjezdzania do kopalni obserwator zblizalby sie do gestego jadra Ziemi

i powinien odczuwaé ciazenie coraz wicksze (maleje r), z drugiej jednak strony
pod takim obserwatorem pozostawaloby coraz mniej masy Ziemi (maleje M (r)),
wiec moze ciazenie powinno maleé. Wszystko zatem zalezy od rozkladu gestosci
materii w Ziemi. Zgodnie z obecnym modelem Ziemi na glebokodei 2900 km
wystepuje skok gestoéei 2 5,7 na 9,6 g/cm? i obliczenia dowodza, ze do te]
glebokosdci ciazenie rosloby. Inaczej méwiac, na mniejszych glebokosciach

w miare zaglebiania sie do kopalni odczuwalibyémy dominujacy efekt zblizania
sie do jadra Ziemi (poniewaz warstwy zewnetrzne maja stosunkowo mala
gestod¢); dopiero gleboko przewazalby efekt drugi, tj. ubywania masy efektywnie
przyciagajacej obserwatora.

T. K.

Siodlo

Na dobrym siodle do konnej jazdy mozna polezyé prosta. Siodlo bowiem
ma (a przynajmniej powinno miec) ksztakt, ktéry w matematyce nazywa sie
paraboloida hiperboliczna. Mo#na go otrzymaé tak: po dwéch nieruchomych
prostych skosnych suwamy trzecia, stale réwnoleglta do pewnej plaszczyzny.
Brzmi to zawile, ale da sie zrealizowad, np. tak: wtykamy w ziemie pod tym
samym katem dwa patyki tak, by odpowiadaly prostym skognym i suwamy
po nich trzecim patykiem, stale poziomym. Zakresli on w przestrzeni wlasnie
ksztalt siodla. Ciekawe, ze ten sam ksztalt mozna uzyskaé suwajac po paraboli
majacej nogl w gérze parabole majaca nogi w dél i lezaca w plaszczyinie
prostopadlej do plaszczyzny pierwszej paraboli.

M. K.

P.S. Dach przystanku PKP Ochota w Warszawie ma taki wlasnie ksztalt.

Kompas na planetach

Jaki kierunek pokazywalby kompas na powierzchni innych planet? Prawde
moéwiac, nawet w przypadku Ziemi jest to troche skomplikowane. Tzw. pélmocny
biegun igly magnetyczne] wskazuje na Ziemi w przyblizeniu péinocny biegun
geograficzny, ale dlatego, ze tam znajduje sie poludniowy biegun magnetyczny.
Na Jowiszu i Saturnie pélnocny biegun magnetyczny jest przy pélmocnym
biegunie geograficznym, zatem nasz kompas pokazywalby tam akurat poludnie.
‘Wreszcie na Uranie sprawa jest najbardziej skomplikowana. Przede wszystkim
biegun, na ktérym obserwator obracalby sie w kierunku przeciwnym do
kierunku ruchu wskazéwek zegara, a wiec w zasadzie péhocny, wypada

w ujemnej szerokosci ekliptycznej. Moze wiec powinien nazywacd sie biegunem
poludniowym? A wewnetrzny magnes Urana jest bardzo ,nieporzadnie”
umieszczony w planecie 1 wyjasni¢ to moze chyba tylko rysunek.

Ziemia Jowisz Saturn

Ekliptyka




Atmosfera ziemska

Temperatura w ziemskiej atmosferze zalezy od wysokodci w sposéb dosy¢
skomplikowany. W warstwach najnizszych obserwujemy spadek temperatury

ze wizrostem wysokodci i to jest chyba zrozumiale. Powietrze bowiem ogrzewa
sie od gruntu ziemskiego (nie od promieniowania slonecznego, poniewas jest
prawie przesroczyste), ogrzane masy powietrza unosza si¢ ku gérze i tam
ochladzaja sie wskutek rozprezenia. Ochladzanie to jest rzedu dziesieciu stopni
na kilometr. Nic wiec dziwnego, ze w gérach jest zawsze zimno. Tak zachowuje
sie atmosfera do wysokosci okolo 12 km, a warstwa ta to troposfera. A dlaczego
wyiej jest inaczej, czyzby prawa gazowe tam nie obowiazywaly? Otéi, powysej
12 km rozpoéciera sie w atmosferze warstwa ozonu, ktéry doéé skutecznie
absorbuje nadfioletowe promieniowanie sloneczne, a zatem cala ta warstwa
(stratosfera siegajaca 50 km) musi by¢ goretsza. Od niej z kolei ogrzewaja

sie warstwy jeszcze wyisze, dlatego w mezosferze znowu temperatura spada

ze wrrostem wysokodci. Wzrost temperatury w jonosferze jest spowodowany
przez oddzialywanie gazéw atmosferycznych z szybkimi czastkami pochodzenia
kosmicznego. Zreszta wskutek bardzo niskiej gestodci atmosfery pojecie
temperatury traci juz tam sens.

T. K.

Czworokat i okrag

Uczniom szkél drednich doéé dobrze znane jest twierdzenie:
Nastepujace dwa warunki sa réwnowazne:

1) w czworokat wypukly ABCD da si¢ wpisaé okrag,

2) AB+CD = BC + AD.

Dowéd implikacji 1 = 2 jest z grubsza widoczny na rysunku 1. Twierdzenie

2 = 1 dowodzi sie zazwyczaj nie wprost wykorzystujac po drodze fakt 1 = 2.
Istnieje jednak dowdd wprost twierdzenia 2 => 1, ktérego szkic chcialbym tutaj
przytoczyd.

W tym celu wykaziemy, ze dwusieczne pewnych trzech katéw czworokata ABCD
przecinaja sie w jednym punkcie (bedzie to wlasnie érodek okregu wpisanego).
Na bokach AB i BC obierzmy odpowiednio punkty E i F tak, aby AD = AE

i CD=CF (rys. 2). Wtedy na mocy réwnoéci AB+ CD = AD + BC
otrzymujemy BE = BF. Zatem tréjkaty ADE, BEF, FCD sa réwnoramienne.
Dwusieczne katéw DAB, ABC, BCD sa symetralnymi bokéw tréjkata DEF,

a to znaczy, ze przecinaja sie w jednym punkcie.

Powyzsze rosumowanie zawiera jednak mala luke, ktéra uwainy Czytelnik
z pewnoscia dostrzegl Jaka? W. P

Obrazy gwiazd

Gwiazdy widoczne w wiekszym teleskopie sa mniejsze. Miara ,wielkodci”
teleskopu jest jego drednica, a nie, na przyklad, powiekszenie, ono bowiem jest

w ogdle nie ustalone — zalesy od zastosowanego okularu. Gwiazdy sa tak odlegle,
ze ich obrazy w ognisku obiektywu nie maja nic wspélnego s rzeczywistymi
katowymi rozmiarami gwiazd. Rozmiar ,punktowego” obrazu gwiazdy jest
efektem uginania sie fal §wietlnych na brzegach obiektywu (dyfrakeji), pray
czym im wickszy jest obiektyw, tym mniejsza érednice ma ten obraz. Inaczej
méwiac, wiekszy obiektyw daje ostrzejszy obraz. Ale tak jest dopéty, dopdki
jakosé obrazu zaleiy od falowej natury éwiatla. W rzeczywistodci przedstawiona
tu prawidlowoéé mozna zauwasyé bardzo rzadko, gdys zazwyczaj zakléca

ja atmosfera. Mianowicie przed obiektywem nieustannie przesuwaja si¢
niejednorodnoéci atmosfery, ktérych rozmiar jest rzedu metra. Wskutek tego
wpadajaca do malego teleskopu wiazka éwiatla stale lekko zmienia kierunek

i obserwator widzi w okularze obraz gwiazdy wprawdzie ostry, lecz ciagle
wedrujacy. Gdy obiektyw jest duzy, chwyta on naraz wiele wiazek éwiatla

o réznych kierunkach i w jego ognisku powstaje obraz gwiazdy pochodzacy od
wszystkich wiazek, czyli po prostu nieostry. W sumie wigkszy teleskop daje

w tej sytuacji wiekszy obraz. Zjawisko takie to tzw. seeing. T K



Przypuiémy, ze ustawilismy liczby
rreczywiste z odcinka [0, 1] w ciag.
Wypiszmy jedno pod drugim
nieskonicrnone rozwiniecia dziesietne
tych liczb — jedli jakad liczba ma dwa
takie rozwiniecia, to wypisujemy oba.

0, ay ag az Qg

O, €1 cg (e} Cyq

0, d1 da da du

Teraz weZmy liczbe z [0, 1], ktéra

na plerwszym miejscu po praecinku
ma c¢yfre réina od ay, na drugim

od bz, na trzecim od e3, na czwartym
od dy itd. Latwo zauwaiyd,

#e wskazana przez nas liczba nie
wystepuje w powyiszym ciagu.
Sprzecznosé.

Merkury 6 023 600
Wenus 408 523

Ziemia 328 900
Mars 3 098 710
Jowisz 1047
Saturn 3 499
Uran 22 869
Neptun 19 314

Pluton 3 000 000
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Ustawi¢ w ciag
Czy liczby wymierne z odcinka [0, 1] mozna ustawi¢ w ciag? Tak. Prosze bardzo
112123512341

) :E!Ei51112111gag)g=g:6s"'
Wypisujemy po kolei wszystkie liczby z mianownikami 2,3,4,5,8,. .. Oczywiscie,
2 i
w tym ciagu niektére liczby powtarzaja sie, np. % i 7 Teraz wystarczy wyrzucié

powtarzajace sie wyrazy (zostawiajac po jednym). To, co zostanie, to beda
wszystkie liczby wymierne z odcinka [0, 1] i, oczywiscie, beda one ustawione
w ciag.

No to moze uda nam sie teraz ustawié¢ w ciag wszystkie liczby rzeczywiste
z odeinka [0, 1]? Nic z tego. Nie uda sie. Pierwszy zauwasy} to Georg Cantor.
Przypuéémy bowiem, ze ustawilismy wszystkie te liczby rzeczywiste w ciag.

WeZmy odcinek o dlugosci o i przykryjmy nim n-ta w tym ciagu liczbe

rzeczywista, to znaczy polézmy go na odcinku [0, 1] tak, aby nasza n-ta liczba
rzecgywista znalazla sie w érodku. Zrébmy tak z kazda liczba rzeczywista.
Naszymi odcineczkami pokryliSmy caly odcinek [0, 1], a nawet troche wiecej
(bo niektére z odcineczkéw wystaja poza 01 1). Wobec tego laczna ich dlugosé
wieksza jest niz 1. 7 drugiej zad strony laczna dlugosé naszych odcineczkéw
réwna jest

1 N 1 1

0107 108
a wiec mniej niz 1. Otrzymali$my sprzecznoéé. Oznacza to, ze liczb
rzeczywistych z odcinka [0, 1] nie mozna ustawié w ciag. Ale zaraz, zaraz.
Czy nasz dowdd jest w pelni poprawny? Czy argument, ze jesli pokryjemy
odcineczkami nieco wiecej niz odcinek [0, 1], to ich laczna dlugosé jest wieksza
od 1, jest écisly? Tak jest, oczywiscie, jesli pokrywamy skoriczona liczba
odcinkéw, lecz tutaj mamy ich nieskoriczenie wiele.

+...=0,1111...< 0,2,

Mozna udowodni¢ (pozostawiamy to Czytelnikom znajacym granice ciagdéw),

ze z kazdego pokrycia odcinka [0, 1] odcinkami otwartymi mozna wybradé
skoniczona liczbe odcinkéw, ktére jui pokrywaja caly odcinek [0, 1|. Korzystajac
z tego faktu widzimy, ze powyiszy dowdd jest w pelni poprawny.

Na marginesie przytaczamy oryginalny dowdd Cantora.

Moment pedu planet

W tablicach astronomicznych masy planet podawane sa z reguly nie wprost,
lecz jako liczby oznaczajace stosunek masy Slorca do masy planety. Dane
przytaczamy na marginesie.

Jako éwiczenie rachunkowe kazdy moze sobie obliczyé laczny moment pedu
wszystkich planet, tj. sume wyrazen mor, przy czym odleglodé r mozna znalezé
w licznych tablicach, a predkosci v tez lub obliczy¢ samemu. Na przyklad,

dla Jowisza powinna wyjéé liczba rzedu 10%% w jednostkach MKS. Duzo to

czy malo? Najlepiej poréwnaé to z obrotowym momentem pedu Slorica,

trzeba jednak przyjaé jakis jego model. Przyjmijmy wiec, ze moment

; .. :
bezwladnosci Slofica wynosi, jak dla jednorodnej kuli, gM R? (M iR to masa

i promiefi Slorica). Predkoéé katowa Slorica znamy z obserwacji i wynosi
ona w przyblizeniu 27 rad/25 dni = 2,9 x 107° rad/s. Latwo sie juz teraz
przekonad, ze orbitalny moment pedu samego Jowisza o rzad wielkosci
przekracza moment pedu Slofica. Rsecsywistodé jest dla Slorica jeszcze
bardziej niekorzystna (zawyzylismy tu jego moment bezwladnosci): zawiera
ono zaledwie 2% momentu pedu calego Ukladu Slonecznego. Przypuszcza
sie, ze w poczatkowym etapie powstawania naszego ukladu planetarnego
uformowane juz i szybko wirujace Slorice przekazalo czedé swojego momentu
obrotowego otaczajace] je, jeszcze goracej, mglawicy za pofrednictwem pola
magnetycznego.

T. K.



Mala delld

O spadzistych dachach i oblych ksztaltach

Jak powszechnie wiadomo, gdérale zwykli budowaé domy o wysokich,
spadzistych dachach, podczas gdy na nizinach spotyka sie dachy raczej
-plaskie. Na pierwszy rzut oka takie postepowanie goérali wyglada
nierozsadnie, gdyz wysokie dachy zdaja sie by¢ mniej odporne na
uderzenia wiatru, ktére w gérach sa szczegdlnie silne. W rzeczywistosci
to plaskie dachy sg mniej wytrzymale.

Przeplyw powietrza nad dachem plaskim ma zwykle charakter laminarny,
podczas gdy nad dachem spadzistym jest turbulentny (rys. 1). Méwiac
najprosciej, podczas przeplywu laminarnego masy gazu czy cieczy
przemieszczaja sie spokojnie wzdluz gladkich krzywych. Przeplyw
turbulentny natomiast jest niespokojny, chaotyczny, pelen zawirowan.

(

W
Rys. 1a Rys. 1b

Dlaczego przeplyw turbulentny ma byé mniej grozny dla dachu niz
laminarny? Rozwazmy sytuacje przedstawiong na rysunku 1b. Aby taka
sama ilo$é¢ powietrza przeplywala w jednostce czasu nad szczytem dachu,
jak 1 nad jego brzegiem, predkosé powietrza nad szczytem, gdzie widzimy
zageszczenie linii wiatru, musi by¢ wieksza niz nad brzegiem. Prawo

2

Bernoulliego orzeka zas, ze wielkosé 91)2— + p, gdzie p jest gestoscia

gazu, v jego predkoscia, a p ci$nieniem, pozostaje stala. A zatem, tam,
gdzie przeplyw odbywa sie szybciej, nastepuje obnizenie cisnienia.
Widzimy wiec, ze na dach, podobnie jak na skrzydlo samolotu, dziata sita
skierowana ku gérze. To ona wladnie, nie mogac podniesé calego domu,
odrywa 1 demoluje dach.

W przypadku przeplywu turbulentnego nad dachem spadzistym (rys. 1a)
pole predkosci wiatru jest nader skomplikowane i obszary z réznymi
predkodciami sg poprzeplatane. A zatem, nie mamy duzego obszaru

o obnizonym cisnieniu i odpowiedniej sily nosnej, jak to bylo dla dachu
plaskiego.




statku,
‘W
W
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Rys. 3a Rys. 3b
Poniewaz ruch samochodu czy statku nie odbywa sie przez caly czas
w kierunku, w ktérym ich przekréj poprzeczny jest najmniejszy, wiec
dba sig nie tyle o minimalizacje przekroju, lecz o to, by przeplyw by}
laminarny. I dlatego plaski przedmiot z rysunku 3a zamienia sie czesto
na obly z rysunku 3b. _
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Rys. 2. Schematyczny rysunek dziobu

Turbulentnosé przeplywu zapewnia stabilnosé spadzistym dachom. Bywa
Jednak i tak, ze przeplyw laminarny jest bardziej pozadany.

Mogloby si¢ wydawad, ze przy ruchu w wodzie czy powietrzu nalezy
minimalizowaé powierzchnie poprzeczna do kierunku ruchu obiektu
poruszajacego sie, tak aby byl najmniejszy opér odrodka. Jest to nie cala
prawda. Wielokrotnie wazniejsze okazuje sie zachowanie gladkosci, oblogci
ksztaltu poruszajacego sie obiektu. Wyglad szybkich samochodéw czy
podwodnych czedci statkéw jasno to pokazuje (rys. 2).

Gdy plaski przedmiot porusza sie¢ w wodzie wzdluz plaszcayzny, w ktdrej
Jego grubosé jest znikoma, to opér wody jest rzeczywiscie niewielki. Jesli
Jjednak plaszczyzna ta nie pokrywa sie z kierunkiem ruchu, to przeplyw
cleczy za przedmiotem staje sig turbulentny (rys. 3a) i opér gwaltownie
wzrasta.




Cegly

Mamy nieograniczony zapas
jednakowych cegiel. Kladziemy je
jedna na drugiej przesuwajac kolejne
nieco w prawo. Jak daleko w prawo
mozemy sie posunaé?

Okazu]e sie, ze dowolnie. By si¢ o tym przekonac, lepiej jest podkiadaé cegly
pod juz zbudowana piramide. Druga ceg}e podkladamy pod pierwsza tak,
aby érodek ciezkosci pierwsze] znalazl si¢ na prawym brzegu drugiej (a wiec

w érodku pierwszej). Nastepnie pod te dwie podkiadamy trzecia tak, by jej
prawy brzeg znalazl sie w érodkn ciezkogci pierwszych dwéch itd. Jesh cegly
maja dhigosé [, to pierwsza bedzie przesunieta w stosunku do drugiej o 1/2
w prawo i, jak zaraz ndowodmmy, druga w stosunku do trzeciej o 1/4, k-ta
w stosunku do (k + 1)-szej o [/2k. W efekcie piramida bedzie przesunicta

: l 1
w prawo po polozeniu n cegiel o 3 (1 Ea 2 I s oSF
n—

) . Przesuniecie

sz |
to moze by¢ dowolnie duze, gdyz suma ), — jest rozbiezna. I tak np. juz
n=1T
dla czterech cegiel gérna bedzie przesunieta w prawo wiecej niz o [, a wiec
wyjdzie calkiem poza podstawe. A dla ilu cegiel gérna bedzie przesunieta

w prawo wiecej niz o dwie swoje dtugosdci? (Odpowiedz na str. 12.)

Pozostal do uzasadnienia wzor

na przesuniecie k-tej cegly w stosunku
do (k + 1)-szej.

Skorzystamy z oznaczei
wprowadzonych na rysunku. Srodek / f

ciezkodci ukladu k gérnych cegiel :
znajduje sie, zgodnie z zalozeniem, na ST
linii kolorowej. Odpowiada on masie k p
(cegiel). Chcemy, aby srodek cieikosci
ukladu (k + 1) cegiel byt na krawedzi

N

ISt (k + 1)-szej. Mamy wiec 1=z k, R
KL z ;
oy, skad z = —, a to mlehsmy wykazad. ] E. P.
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Twierdzenie Picka

Punktami kratowymi na plaszczyfnie nazywamy punkty o obu wspéirzednych
calkowitych. Twierdzenie Picka daje prosta formule obliczania p6l wielokatéw,
ktérych wierzcholki poloione sa w punktach kratowych (dalej wielokaty takie
nazywamy kratowymi). Pole to jest réwne

1

gdzie w oznacza liczbe punktéw kratowych lezacych wewnatrz wielokata, a b
. — liczbe punktéw kratowych lezacych na jego brzegu. Uzasadnienie tej formuly
podzielimy na kilka czedci.

a L]
1. Zalézmy, #e wielokat kratowy zostal podzielony odcinkiem o koficach

w punktach kratowych, lezacym wewnatrz wielokata, na dwa mniejsze wielokaty.
Niech liczby punktéw kratowych, lezacych wewnatrz duzego wielokata

i wielokatéw mniejszych, beda odpowiednio réwne w, w;, wa, punktéw zad
brzegowych b, by, by. Zaléimy, ze na odcinku dzielacym znajduje si¢ poza

Rys. 1. Pole=G+1-8—-1=09.

. 1
koticami z punktéw kratowych. Wéwczas w + Eb —1= (w1 +ws+2z)+

1 1 1 1 . A
-+ (5614-—2—62— T — 1) —1= w1+§bl — 14wy + Ebg—*l. 7 zaleznodci tej
wynika, ze jesli formula jest prawdziwa dla dwéch z tych trzech wielokatéw
(dwéch mniejszych lub wigkszego i jednego z mniejszych), to i dla trzeciego .

2. Prostokat kratowy o bokach dtugoéci m, n réwnoleglych do osi zawiera
o wewnatrz w = (m — 1)(n — 1) punktéw kratowych i na brzegu b = 2m + 2n

Fys 2 takich punktéw. Zatem w + Eb Z 1 = mn, a wiec formula jest prawdziwa dla

takich prostokatow.

3. Tréjkat kratowy prostokatny o przyprostokatnych réwnoleglych do osi jest
polowa pewnego prostokata kratowego o bokach réwnoleglych do osi (rys. 2).
. Formula dla takich tréjkatéw wynika wiec z 11 2.

4. Dowolny tréjkat kratowy mosna uzyskaé usuwajac z pewnego prostokata
kratowego o bokach réwnoleglych do osi kilka tréjkatéw kratowych
prostokatnych o przyprostokatnych réwnoleglych do osi. Jak to mozna zrobid,
} pokazujemy na rysunku 3. Formule dla takich tréjkatéw otrzymuje sie wiec

| - z 1-3.

5. Dowolny wielokat kratowy mozna podzielié na tréjkaty kratowe. Nastepnie
wystarczy zastosowaé 1 i 4.

| Rys. 3. E. P.

-

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKIT
™ 664. Wewnatrz kwadratu o boku 1 danych jest dziewieé régnych punktéw.
Udowodnié, fe wéréd wszystkich tréjkatéw o wierzcholkach w tych punktach istnieje
przynajmniej jeden majacy pole mniejsze od 1/8.
Rozwiazanie na str. 5

M 685. Dla danego n € N znaleé najwieksze k € N o wilasnodci: w zbiorze
n-elementowym mozna wybraé k podzbiordw o parami niepustych przecigciach.
Rozwiazanie na str. 5

M 866. Dane sa dwa nieskoriczone ciagi liczb naturalnych (an) oraz (b.). Wykazal,
e istnieja takie 4,7 € N, 1 < j, dla ktérych jednoczeénie a; < a; oraz b; < b;.
Rozwiazanie na str. 5

Redaguje Jarostaw KULPA

F 855, Oszacowad, jakie ciénienie panuje na szczycle Mount Everest

(H = 8848 m n.p.m). Przyjaé, Ze cinienie na poziomie morza jest réwne cidnieniu
normalnemu po = 101325 Pa, masa molowa powietrza wynosi g = 0,029 kg/mol,
temperatura na poziomie morza wynosi 15°C i maleje wraz z wysokodcia. Gradient
temperatury wynosi a = 6,5°C/km.

Rozwiazanie na gtr. 12

F 356. Meteoryt o gestodci trzykrotnie wigkszej od gestodei wody wpad! do oceanu.
Obliczyé, ile razy predkodé meteorytu w powietrzu byla wieksza od jego predkodci
w wodzie po wyhamowaniu. Gestodé powietrza wynosi g, = 1,3 kg/m?, gestosé wody
2w = 1000 kg/m®.

Rozwiazanie na str. 12
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Roswigzanie zadania F 856.

Zmiane ci$nienia hydrostatycznego

mosemy zapisa€ w postaci dp = ggdh,

gdzie g oznacza gestodl powietrza, a g
sk

powietrza mozemy wyznaczyd

— przyspiesgenie zier ie, Gestodé

7z réwnania stanu gasu doskonalego

. m y o g "
pV = —RT. Uwugledniajac, 2e g = —
7] i
snajdujemy g = i mperatura
znajdujemy g T peratura

smienia sle wraz z wysokodcia h wedlug
wzoru T'= Th — ah, gdzie T} = 288 K.
Podstawiajac powyzsne

raleznodci do

wroru na zmianeg ci§nienia otrzymujemy.

. dp pegdh
rdwnanie — = ————»
P R(T1 — ah)

mosemy obustronnie scalkowad,

ktére

Uwegledniajace, 2e p(h = 0) = po,
) LE aH
dostajemy In 2 M’ In (I. - — 1,
Fo aR \ i |
skad po przeksztalceniu otraymujemy

astatecang postad

= p !’l— (L—H e
f""I'J‘\ T

Po podstawieniu wartedei licsbowych

otrzymujemny

Rozwigzanie zadania F 8656. Niech

vp i vy, ozZnac

p % 31000 Pa.

aja predkodel meteorytu

odpowiednio w powietrzu i w wodazie,
k = 3 zad niech oznacza stosunek
gestodei meteorytu i wody. Sila oporu
powietrza réwnowaiy sile cigikodei:
W= Guggn gdzie C - stala znaleina
od ksztattu meteorytu. W wodzie
oprécs tego istotna staje sie sila
wyporu réwna cigiarowi wypartej
ciecsy myg, wige

.
mg —myg = CV,pw-

Duzielac dwa réwnania stronami

i podstawiajac = k dostajemy
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Leca zurawie

Jui wiosna, zurawie wracaja z cieplych krajéw. Kazdy z nas widzial zapewne
stado lecacych zurawi. W czasie lotu formuja one charakterystyczna figure
w kaztalcie litery V.

Czy jest w tym jakas$ przyczyna fizycana, czy tylko takie ,,upodobanie” zurawi?
Jesli jest w tym istotna przyczyna, to mozemy zastanowié sie dodatkowo, czy
powinna to by¢ figura symetryczna, czy istotne jest zsynchronizowanie uderzefi
skrzydlami zurawi itp.

Zurawie uderzaja skrzydlami w powietrze ruchem skrazydet w dél, aby utrzymaé
sie w powietrzu.

Zeby zrozumieé, co si¢ wtedy dzieje,
przypomnijmy sobie obraz powierzchni
wody uderzonej wioslem w czasie
wioslowania. Po obu stronach wiosta
tworza sie zawirowania wody, tak

jak pokazane jest na rysunku. Woda
na zewnatrz porusza sie w kierunku
przeciwnym do ruchu wiosta.

Podobnie dzieje sie z powietrzem uderzonym przez skrzydia zurawia.

Po obu stronach skrzydel tworza sie
zawirowania powietrza 1 sa miejsca,
gdzie powietrze wznosi sie do géry.

Celem formacji V jest takie ustawienie nastepnego iurawia, aby
wykorzystywal on ped wznoszacego si¢ powietrza. W ten sposéb wszystkie
iurawie, z wyjatkiem tego na czele, moga zaoszczedzic troche energii.

J. K.

Na odwrdét

Dla rozwoju nauki niezbedny jest m.in. ,jezyk”, ktérym porozumiewaliby sie
wszyscy uprawiajacy dana dziedzine. W tym celu zawiera sie pewne umowy
dotyczace nazewnictwa i terminologii, sposobdw wykonywania obserwacji,
konstruowania wzorcéw mierzonych wielkodei itd. Jest to naturalne

i pozyteczne — dlaczego wiec niektére umowy w astronomii wygladaja
opacznie? Na przyklad dlaczego azymut mierzy sie od poludnia, a nie od
pélnocy jak w nawigacji, wojsku, harcerstwie? Tu usprawiedliwieniem

jest pewna wygoda. Mianowicie z obszaru Europy, gdzie astronomia
powstala, wickszo$é obserwacji prowadzi sie w kierunku potudniowym, gdys
tam widaé ,wickszo$6” nieba. Prodciej jest zatem, gdy azymuty na ogél
wyrazaja si¢ malymi liczbami. Drugi przyklad to tzw. juliafiska rachuba dni.
Uwaga: nie ma ona nic wspdlnego z kalendarzem juliasiskim! Sprowadza

sie ona do przyporzadkowania kaidej dobie kolejnego numeru (by latwo

bylo operowal duzymi interwalami czasu) poczynajac od 114713 r.p.n.e.
Mniejsza z tym, od ktérego roku — istotne jest, Ze zero rachuby ustawiono
na poludnie czasu Greenwich tej wladnie daty poczatkowej, tez dla wygody.
Mianowicie przy takiej umowie prowadzac obserwacje w tejze Europie nie
trzeba zmieniaé daty (juliariskiej) w rodku nocy. Mamy tez umowe, ze im
slabsza jest gwiazda, tym wieksza liczba okresla si¢ je) jasnoéé. To akurat
jest skutkiem tradycji. Starozytni astronomowie przyjeli mianowicie,

" ge najjadniejsze gwiazdy nieba nazwiemy gwiazdami pierwszej wielkodei

Dla 31 cegiel.

a najstabsze (widoczne golym okiem, bo teleskopéw wtedy nie bylo) széstej
wielkodci. I tak jui zostalo, a umowa zostala rozciagnigta konsekwentnie
takze na obiekty golym okiem niewidoczne. A dlaczego barwa niebieska
jest okreslana jako zimna, czerwona za$ jako ciepla? Przeciez maksimum
energii w zakresie niebieskim wyswieca cialo goretsze niz majace maksimum
w zakresie czerwonym!

T. K.
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W 1991 roku pani Malgorzata Sek zdobyla brazowy medal w Konkursie Prac
Uczniowskich z Matematyki. Opowiemy tu, o czym byla ta praca, gdyz wydaje
sie, Ze temat jest bardzo ciekawy i daje duze mozliwosci wlasnych badas.

Ustalmy dlugoéé odcinka a oraz dwa katy « 1 . Lamana spiralna jest to lamana
otrzymana w sposéb nastepujacy.

Rysujemy odcinek o dlugoéci a. Z korica tego odcinka rysujemy pod katem o
drugi odcinek o dlugodci a. Z korica tego odcinka rysujemy pod katem a + 3
trzeci odcinek o dlugodci a. Kolejne odcinki rysujemy pod katami a + 23,
o+ 38,0+ kf,...

‘Taka procedure rysowania bardzo wygodnie zapisuje sie w jezyku LOGO.

Okazuje sie, Ze przy podawaniu réznych wartosci ¢, o i £ otrzymywane lamane
czasami maja identyczny ksztalt, a czasami bardzo rézne ksztalty.

Pani Malgorzata Sek badala, w jaki sposéb ksztalt tych lamanych zaleiy od a,
@ i f. Zmiana parametru ¢ wplywa jedynie na zmiane wielkodci }amanej,
natomiast ksztalt pozostaje niezmieniony. Dlatego istotne jest jedynie badanie
wygladu lamanej w zaleznosci od « i 8. A oto kilka przykladéw lamanych
spiralnych.

Cm» &9
-
®

Wiele pytari w tej pracy pozostalo bez odpowiedzi. Moina, oczywiscie,
wymyslaé bardzo wiele podobnych procedur graficznych i zajmowaé sie
badaniem otrzymywanych rysunkéw. Jest to cala grupa tematéw na Konkurs
Prac Uczniowskich z Matematyki. Problem wydaje si¢ wainy ze wzgledu na
wzrost zainteresowania komputerami, P H

Jaka czesé objetosci szedcianu zajmuje wpisana w niego kula? Obliczy¢ to mosina
latwo, jednak gdy poprosi si¢ kogod, by szybko zgadl (by odpowiedzial saybciej
niz pomysli), to odpowied? moze by¢ bardzo odlegla od prawdy. Jest to bowiem

iard g
L = —
(2r)e =6 = 5%

Niewiele ponad polowe. A jaka cze$é objetodci szedcianu moze wypelnié drobny,
ale zlozony z jednakowych kuleczek, érut? Jest to juz znacznie wiecej, ale muiej
niz

Ls::,'74%.
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Tak wiec jednakowe kule nie sa w stanie (niezaleznie od rozmiaréw) wypehié

3 . . , .
nawet 1 objetodci szeécianu.
M K.



