Dziwne dzialanie
otworu o zmiennej Srednicy
Juliusz DOMANSKI, Hanna OSICKA

W wielu szkolach znajduje si¢ zestaw mikrofalowy z generatorem fal

o diugosci okolo 3 cm. Proponujemy wykonanie niewielkiego uzupelnienia
zestawi i przeprowadzenie interesujacego doswiadczenia na lekeji lub
zajeciach kola fizycznego.

Mikrofalami nazywa sie fale elektromagnetyczne o dlugodci rzedu 1 cm.

Do wykonania elementéw uzupelniajacych potrzebne beda 3 kawatki
mozliwie sztywnego kartonu o wymiarach okolo 35 « 35 cm.

W pierwszym z nich wycinamy kolowy
otwdr o promieniu Ry = 5 cm, w drugim
o promieniu R = 7,1 cm. W trzecim
kolowy otwdr o promieniu 5 cm

i wspélirodkowy z nim piericieft

o promieniu wewngtrznym Hs = 8,7 cm
i zewnetrznym Ry = 10 cm.

Kartony oklejamy folia aluminiows (do pakowania zywnodcl), poniewas
powinny byé ,nieprzezroczyste” dla fal elektromagnetycznych. Oczywidcie,
lepsze (i trwalsze) bylyby przeslony wykonane z clenkiej, aluminiowej
blachy.

Praystepujemy teraz do wykonania dodwiadczenia. Wylot anteny tubowej
generatora i diode mikrofalows ustawiamy w odleglodci okolo 32-33 cm.
Diode taczymy z wejdciem Y oscylografu {o czulodci rzedu 50 mV/cm)
lub (a nawet lepiej) z odpowiednio czulym miernikiem. Opis wykonania
takiego miernika, przydatnego do wielu innych doéwiadczen, podamy

na korcu artykulu. Uruchamiamy przyrzady. Na ekranie oscylografu
(przy czestotliwodci podstawy czasu wiekszej od modulujace] generator)
powinnidmy uzyskac dwie réwnolegle, poziome linie. Odleglod¢é miedzy
liniami jest miara wielkodci odbieranego przez diode sygnalu. W polowie
odlegtodei miedzy generatorem a dioda ustawiamy pierwsza, przestone.
Wylot generatora, érodek otworu przestony i dioda powinny znalesé sie
na linii prostej. Wielkodé odbieranego sygnatu wyrasnie warastal Uwaga:
byé moze bedziemy musieli teraz dokonaé pewnej korekty ustawienia
przyrzad6w — nasze Zrédlo fal nie jest Zrédlem punktowym. Prébujemy
nieco zmieni¢ poloienie przestony (lub diody), do uzyskania maksymalnego
sygnatu. Usuwamy przestone i wstawiamy druga, z wickszym otworem.
Odbierany sygnal maleje. Wyglada to dodé dziwnie. Wykorzystujemy
Jeszcze traecia przeslong. Odbierany sygnal wzrasta niemal dwukrotnie!

A oto wyjasnienie przebiegu dodwiadczenia. Rozwasmy punktowe

zrédlo S fali monochromatycznej, znajdujace sie w odrodku izotropowym.
W dowolnej chwili czolo fali bedzie mieé postaé kuli o promieniu a = ct.
Aby znalei¢ amplitude drgafi w punkcie P, trzeba zloiyé drgania
wywolane falami ze wazystkich zrédet wtérnych na powierzchni falowej.
W tym celu dzielimy czolo fali na obszary zwane strefami Fresnela.
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Koustrukeja Fresnela: Curolo fall dzielimy na obszary (strefy) i traktujemy je
jako niezaleine, jednakowe Zrédia fal. Amplitude fali w obserwowanym punkcie
znajdujemy jako zloienie fal wytworzonych przez poszezegdlne strefy. Metoda
daje dobre wyniki, jedli tylko rozmiary otwordw sa wicksze niz dlugod¢ fali.

O kilku otwartych

problemach teorii

§ liczb pierwszych
Wiadystaw NARKIEWICZ

& Jui w szkole podstawowej stykamy
| sie z liczsbami pierwszymi. Okreéla
i sie je jako liczby calkowite, wieksze

¢ od jednodci, nie dajace sie przedstawic
jako iloczyn liczb mniejszych. Takimi

| liczbami sa np. liczby 2, 3, 5, 7, 65537,
2127 _ 1, cay teg 27°%83° _ 1. Ta ostatnia

¢ jest najwickszg znana obecnie liczba,

| pierwsza. Liczby pierwsze s3 cegielkami,

% ktérych zbudowane sa, liczby naturalne

~ kaida bowiem liczba naturalna wicksza
od jednodci daje sie przedstawié jako

? iloczyn liczb pierwszych i to tylko na jeden
¥ sposdb.

& Liczby pierwsze i ich tajemnicze wlasnodci
od wiekéw fascynuja matematykéw.

# Po raz pierwszy pojawiajz sie

| w Elementach Euklidesa, gdzie znajdujemy
| dowdd tego, i% jest ich nieskoriczenie wiele.
Od tego czasu odkryto wiele interesujacych
i faktéw o liczbach pierwszych, ale mimo

to pozostaje jeszcze do rozwiazania szereg
probleméw ich dotyczacych. Kilka z nich
omdéwimy ponizej.

i Funkcja m(z) { hipoteza Riemanna

! Jeden z gléwnych probleméw teorii
i liczb pierwszych dotyczy zachowania
sie funkcji w(z), dajacej iloéé liczb
pierwszych w przedziale [2, z]. Nietrudno
sprawdzié, Ze na przyklad w(10) = 4,
m(1000) = 168, a przy pewnym wysitku
§ moina otrzymaé m(1000000) = 78 498.
Analiza wzrostu funkeji n(z) dla z az
& do 3000000 sklonita C.F. Gaussa do
! postawienia przypuszczenia, ze jest ona
dobrze przyblizana przez iloraz z/ log z.
{(Przez log z bedziemy stale oznaczali
logarytm naturalny liczby z.) W polowie
XIX wieku P. Czebyszew wykazal, e iloraz
m(z)

zflogz
| leiy pomiedzy dwiema dodatnimi
statymi, a w 1896 roku J. Hadamard
i C. de la Vallde-Poussin niezaleinie
udowodnili, Ze iloraz ten zmierza do
jednoéci wraz ze wzrostem z. Twierdzenie
to nosi nazwe fwierdzenia o liczbach
pierwszych 1 zostalo uznane za jedno
ze szczytowych osiagnieé matematyki
ubieglego stulecia. Méwiono nawet, ie jego
autorzy uzyskali nieSmiertelnoéé. To sig
prawie sprawdzilo: Hadamard zmar! majac
98 lat, a de la Vallée-Poussin przezyl
lat 96.




" Mozna udowodnié, ze ré3nica miedzy

| funkcja w(z) a z/logz jest mniejsza
. od cz/log® z, gdzie ¢ jest pewna dodatnia,

" stala, a przy tym fego oszacowania nie

" moina polepszyé. Wynika stad, ze z/log =z
' nie jest zbyt dobrym przyblizeniem dla

| funkcji m(z). Znacznie lepsze przybliZenie

| daje funkcja li(z), zwana logarytmem

'_’ catkowym, a zdefiniowana wzorem

z

li(z)=a+f i

logz’

2
' przy czym c jest pewna, liczba, ktérej
& wartodé nie jest tu istotna.

| Okazuje sie, Ze réznica

A(z) = |n(z) - li(=)|
L jest przy kazdym n naturalnym
¢ dla dostatecznie duzych z mniejsza

| e oazacowanie to mozna znacznie

| poprawié, a mianowicie sadzi sie, ze dla
| kaidej liczby @ > 1/2 mamy

= (1) Alz) <=,

o ile tylko z jest dostatecznie duze.

' Wiadomo, Ze oszacowanie {1) jest
konsekwencja tzw. hipotezy Riemanna,

" ktéra dotyczy rozmieszczenia miejsc

# zerowych pewnej funkcji zmiennej

| zespolonej, mianowicie funkcji zeia
Riemanna, ktéra jest dla z > 1 okredlona

WEzorem
©o

1

¢{z) = e’

n=1
! 2 ktéra moina rozszerzyé do funkeji
okredlonej na calej plaszczyinie
" zespolonej. B. Riemann w 1859 roku
wysunal przypuszczenie, Ze jedli
80 < z <1 oraz ¢(z+1y) = 0 przy
pewnym rzeczywistym y, to z = 1/2.
Przypuszczenie to nosi nazwe hipotezy
¥ Riemanna i mimo wielu préb pozosiaje
do dzid nie udowodnione.

Hipoteza Riemanna uchodzi za jeden
z najirudniejszych problemdéw wspdiczesnej
matematyki. D. Hilbert uwagal jg za
najwagniejsze zagadnienie matematyczne.

8 Jest w tym zapewne sporo przesady,
jednakze konsekwencje udowodnienia tej
hipotezy dla teorii liczb bylyby ogromne.
Ujrzymy to przy omawianin nastepnych
probleméw.

Réinice miedzy lczbami plerwszymi

Jegli sie przyjrzymy odstepom miedzy
kolejnymi liczbami pierwszymi, to nie
dostrzezemy tam Zadnej wyraZnej
prawidlowodci. Znajdziemy bowiem
mnéatwo liczb pierwszych réiniacych sie
o 2,mp. 315,617, 11413,17119,

| niz z/log" z. Istnieje stare przypuszczenie,

' Pierwsza strefe Fresnela ograniczaja, punkty powierzchni falowej, ktérych
odlegloéé od punktu P jest réwna r; = ro + %, gdzie A — dlugodé

& fali. Druga strefa znajduje si¢ migdzy skrajem pierwszej atrefy

a punktami powierzchni falowej, ktérych odleglodé od punktu P

jest réwna o =11 + % = ro + A. Analogicznie okredlamy granice

kolejnych stref, ogdlnie: rp = ro + k% Z twierdzenia Pitagorasa wynika,
i‘f ze promiefl Ry k-tej granicy miedzy strefami wynosi

2
R = (ro + %) —(ro +2)? m kroX — 270z oraz

Ri=d*>-(a—2)° m 2az.

& Przyblizenie jest dobre, jeéli z i A 83 male w pordéwnaniu z a. Eliminujac
o z tych réwnaf z otrzymujemy

areA

b a+ro

| Obliczmy jeszcze sume powierzchni pierwszych k stref:

A
Sr=mRE = wk—2
e

RI=k

# a zatem powierzchnia pojedynczej strefy

warpA
: S—Sk—Sk_l—ﬂ+ro.
" Jak widaé, powierzchnie stref Fresnela s w prayblizeniu jednakowe.
i Dlatego jednakowe powinny by¢ takée amplitudy drgan wzbudzonych
" w punkcie P przez fale biegnace od kaidej strefy. Poniewas kazda

| nastepna strefa jest érednio o pét dlugodci fali dalej od punktu P, fale
dochodzace do punktu P réinig sie w fazie o 7.

Wypadkowa amplituda wywolana dzialaniem waszystkich stref w punkcie P
S wynosi A= Ay — Az + As — A¢+ ..., co mozna zapisaé w postaci

A (A ﬂ) (ﬁ_ éi)
A= 2 +(2 Az + ) + 2 As+ 2 T

Z pewnym przyblizeniem mozemy przyjaé, ze

g %(Al +A3), Ag= %(As +4g) itd.
Wobec tego, gdy rozpatrujemy duza liczbe stref, mozemy napisaé
A= %Al , pomijajac dzialanie ostatniej strefy. Wynik zaskakujacy:

il dzialanie wszystkich stref Fresnela daje amplitude réwna polowie
& amplitudy od pierwszej strefy!

' Zastanéwmy sie, co sig stanie, gdy na drodze migdzy punktami S

i P ustawimy ekran z otworem o zmiennej érednicy. Dopdki promien

¥ otworu jest mniejszy od promienia pierwsze] strefy Fresnela, dopéty
Hjego zwickszanie powoduje wzrost amplitudy w punkcie P. Amplituda
drgan osiaga wartodé maksymalna, wéwczas, gdy promiesi otworu jest
réwny promieniowi pierwszej strefy. Przy dalszym zwiekszaniu promienia
| otworu amplituda maleje {fale biegnace od pierwszej i drugiej strefy majs
i w punkcie P przeciwne fazy) i osiaga wartodé minimalna, gdy promiefi
otworu jest réwny promieniowi drugiej strefy. Przy dalszym zwigkszaniu
promienia otworu otrzymujemy kolejno wzrost i spadek amplitudy

@ wypadkowej.

A moze potrafilibydcie wykonaé przesione o zmienne] w sposdb
ciagly érednicy otworu, np. na zasadzie przeslony irysowej stosowanej
w aparatach fotograficznych?

B 7 konstrukeii Fresnela wynika mozliwodé znacznego swiekszenia
ipromieniowania w punkeie P. Jedeli odleglodé przestony od frédia jest
duia, mo#na przyjaé, se strefy Fresnela leia w plassczyZnie przestony.
Mozna wiec na drodze mikrofal umiedcié plytke, na ktérej we wazystkich
miejscach, gdzie znajdujg sie etrefy parzyste (lub nieparzyste), naniesione
53 koncentryczne pierfcienie z nieprzezroczystego dla mikrofal materiahu.
Wéwezas do punktu P dochodzié beds fale w zgodnych fazach i wystapi
interferencja konstruktywna.



Plytka strefowa dziala jak soczewka. Wyrazenie na promiefl pierwszej

strefy RZ = gl moremy przeksztalcié do postaci:
a—+ ro
1 1 A
a T TR
N . .. R}
Jest to réwnanie soczewki o ogniskowej f = S5

Sadzimy, e w te] chwili wynik dodwiadczenia jest w pelni zrozumiaty.
Dodajmy jeszcze, Ze jedli w szkole nie ma generatora mikrofal,
doswiadczenie mozna wykonaé z falami akustycznymi. Qczywiscie,
generator mikrofal zastepujemy generatorem akustycznym {o czestosci
okolo 11 kHz) z niewielkim glodnikiem, a diodg mikrofonem z dowolnym
wzmacniaczem.

I jeszcze obiecany schemat wzmacniacza do miernika.

+16V

0-50 A lub
0-500pA

REG.
czutoscl

=14V

Wykonamy go korzystajac z latwo doatepnego (i taniego) uktadu
scalonego (wzmacniacz operacyjny) ULY 7741. Zasilanie, w najprostszym
przypadku, za pomocs czterech baterii plaskich polaczonych szeregowo

(z wyprowadzonym ,grodkiem”). Plus i minus zasilania nalezy dolaczaé
do wzmacniacza jednoczednie. MoZna teiz wykonaé zasilacz sieciowy

wg jednego z rysunkéw przedstawionych ponizej. Powodzenial
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W przypadku, gdy Czytelnicy zechca przeprowadzié stosowne
doéwiadczenia, bedziemy bardzo wdzieczni za listy z uwagami.

29 i 31 itd., a takze ujrzymy odstepy
dowolnie dlugie — np. wszystkie liczby
z przedziatu [N!+ 2, N!+ N]| g3 dla

N =3,4,5,... zlozone, poniewaz dla
k=2,3,...,N liczba N!+ k dzieli sie
przez k.

W 1845 roku J.L.F. Bertrand wysunal
przypuszczenie (tzw. postulat Beriranda),
ze kaidy przedzial (n,2n] przy n > 1
zawiera przynajmniej jedng liczbe
pierwsaza, i sprawdzilt to dla wszystkich

n < 3000000. Dowdd tego podal pieé

lat pdiniej P. Czebyszew. Wkrotce
potem pojawilo sie pytanie, czy pomiedzy
kolejnymi kwadratami liczb naturalnych
musi leze¢ liczba pierwsza. Odpowiedzi
na nie nie znamy do dzisiaj. Pytanie

to jest réwnowagne pytaniu, czy kaidy
przedzial postaci [z, 2 + 2/Z + 1] zawiera
liczbe pierwsza. W 1930 roku G. Hoheisel
wykazal, ze przedziat [z,z + z%|, pray

a =1 —1/33000, zawiera dla dostatecznie
duzego z przynajmniej jedna liczbe
pierwsza. Dzid wiadomo, e w twierdzeniu
Hoheisela mozZna przyjaé za a dowolna
liczbe wicksza od 6/11 = 0,5454...

(5.T. Lou, Q. Yao, 1989). Przy zaloZeniu
stusznodci hipotezy Riemanna nietrudno
udowodnic, Ze za o mozna przyjaé dowolna |
liczbe wieksza od 1/2. '

Znacznie silniejszym przypuszezeniem
jest hipoteza Craméra. M6wi ona, Ze jesli
Pr oznacza n-ta, kolejng liczbe pierwsza,
to istnieje taka staka C, Ze réznica

du = Pri1 — pn nie przekracza Clog? p..
Z hipotezy Riemanna wynika jedynie
oszacowanie

dn < C/pn logpn,
udowodnione przez H. Craméra
w 1921 roku.

Liczby pierwsaze blifniacze

Liczby pierwsze p, p + 2 nazywaja sie
liczbami pierwszymi bliZniaczymi Nie
wiemy, czy takich liczb jest nieskorczenie
wiele, a najwieksza znana pare blizniacza,
tworza liczby 1706595 - 211235 4 1,
znalezione w 1990 roku. W 1920 roku

V. Brun zauwagyl, fe liczby pierwsze
bliZniacze nie moga, wystepowad zbyt
czesto. Udowodnil on mianowicie, %e szereg
utworzony z ich odwrotnosci jest zbieiny,
podezas gdy juz L. Euler wiedzial,

Ze szereg odwrotnodci wszystkich liczb
pierwszych jest rozbiezny.

Definiuje sie takze pierwsze trojaczks jako
tréjki liczb pierwszych p, p+ 2, p + 6.
(Zauwaimy, e liczby p, p+ 2, p + 4 moga
byé pierwsze jedynie w przypadku p = 3,
gdyz jedna z nich musi byé podzielna
przez 3.) O nich niewiele wiadomo.
Pytanie o liczbe pierwszych bliZniakéw




| A1), A(2), A(3),..
| nieskoriczente wiele takich liczb
pierwszych p, Ze wezystkie liczby

i trojaczkéw jest szczegdlnym przypadkiem

nastepujacego przypuszczenia
L.E. Dicksona:
Jedli ay,82,...,8, 3q liczbami naturalnyms
o tej wlasnodei, Ze tloczyn
A(g) == _ﬂ:(_S Se ﬂai)(ﬁ +ﬂ2‘).. S (2 + an)
nie ma stalego dzielntka wickszego
od 1, tj. nie ma takiej liczby d > 1,
kidra dzielitaby wazystkie wartodci
., to tstnieje

p+ei,p+az,...,p+a, ag liczbami
pierwszymi,

W przypadku n = 1, a1 = 2 prowadzi to

§ do problemu bliZniakéw, a w przypadku

n=2,a =2, as =6 do trojaczkéw.

Przed kilkunastu laty powiazano

| przypuszczenie Dicksona z innym starym
. przypuszczeniem, dotyczacym funkeji m(z).

Chodzi o to, czy dla wszystkich =, y

| naturalnych stuszna jest nieréwnosdé

(2) m(z +y) < n(z) + 7(y),

-z ktdrej wynika, Ze w Zadnym przedziale

o danej dlugodci N nie moze byé

~ wiecej liczb pierwszych niz jest ich

w przedziale [1, N].

§ Okazalo sie mianowicie {D. Hensley,
L Richards, 1973}, ie to ostatnie

przypuszczenie jest sprzeczne
z przypuszczeniem Dicksona, a dokladniej,
ze ze slusznodci praypuszczenia Dicksona

¥ wynika falezywodé nieréwnodci (2) dla
! pewnych wartodci z,y. Zatem jedno z tych

przypuszczen (a mose i oba) musi byé
falszywe. T. Vehka wykazal w 1979 roku,
Ze jedli hipoteza Dicksona jest prawdziwa,
to istnieja przedzialy o dlugodci 11763,
zawierajace 1412 liczb pierwszych, podczas
gdy przedzial [1,11763] zawiera ich
jedynie 1409.

- Liczby pierwsze w postepach
 arytmetyeznych

Nietrudno wykazaé, Ze postep
arytmetyczny 8,7,11,15,19, ..., zlofony

z liczb naturalnych postaci 4k + 3 zawiera
nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

| Gdyby bowiem tak nie bylo i D byloby
i iloczynem wszystkich liczb pierwszych
tej postaci, to jedna z licsb D+ 2, D + 4

dalaby sig zapisaé w postaci 4m + 3.
Poniewas iloczyn dowolnej ilodci liczb
plerwazych postaci 4k + 1 jest ted tej
postaci, zatem liczbha 4m + 3 musialaby
mie¢ dzielnik pierwszy p postaci 4k + 3,
a wiec dzielacy D, co jest niemozliwe,

! bo wowczas p dzieliloby 2 lub 4.

Wynik ten jest szczegdlnym przypadkiem
twierdzenia, udowodnionego w 1837 roku

| Nieré6wnosci funkcyjne

Marek PYCIA

Autor jest zdobywcq zlotego medaly w Konkursie Uezniowskich Prac
z Matematyks w 1992 r.

Przedstawie wybrane metody elementarnego rozwiazywania
nieréwnoéci funkcyjnych na przykladzie analizy nieréwnodci
zwiazanych z moja praca nagrodzona na Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki.

Bedziemy rozwazaé funkcje zmiennej rzeczywistej o wartodciach
rzeczywistych nieujemnych, ktére dla wszystkich s i ¢ ze swojej
dziedziny spelniaja nieréwnodé

1 1
(1) Sfe) +2/() < f (53 + 2::) .
W zaleinosci od tego, jaka bedzie dziedzina funkeji f, otrzymamy

| jakodciowo inne rozwiazania. Przyjrzyjmy sie kilku mozliwosciom.

1. f: R — [0,400). Oczywiscie, funkcja stale réwna 0 speknia (1).
Wykazemy, ze jest to jedyne rozwiazanie tej nieréwnosci. Latwo
zauwazyé (podstawlajac w (1) s =t =0), ze f(0) =0, a stad dla
dowolnego t € R

) < %f(—4t)+2f(t)$ f(%(—4t)+2t): f(0)=0.

(bo f nieujemna)

Stad f(t) = 0 (gdyi F(£) = 0).
d 2. f:[0,+0c0)

— [0, +00). Wykazemy, e w tym przypadku jedynymi
rozwiazaniami (1) sa funkcje liniowe, tzn. funkcje postaci f(t) = at.
Podobnie jak poprzednio otrzymujemy f(0) = 0. Skladan.c

8l nieréwnodci (iterujac) mamy:

1

1 (%f(sl) + 2)‘(82)) +2 (lf(tl) -+ 2f(t2)) <

2

1 1
< Ef (5514-282) +2f( t1+2t2) <

& F (% (-;—81 + 232) + 2 (2t1 + 2t2)) %

¢ Teraz podstawiajac 83 =tp =0, sz = s it; = ¢ otrzymujemy

@) fls) + () < f(s + 1),

czyli funkcja f jest tak swana funkcja nadaddytywna, a ze
wartodci f sa nieujemne, wiec f jest niemalejaca. Podstawiajac

w nieréwnodci (1) s = 0 uzyskujemy 2f(¢) < f(2t). Natomiast
podstawiajac 0 w miejsce ¢ i 2t w miejsce s uzyskujemy

1 A .

5)‘(21&) < f(t). Z obu tych nieréwnoéci mamy 2f(t) = f(2t). Stad
natomiast nietrudno jest wykazaé indukcyjnie, ze f(2™t) = 2™ f(¢)

8 dla kaidego m calkowitego (m moge by¢ ujemne). Udowodnimy
| teraz, se dla kaidego k naturalnego f(kt) = kf(t). Istotnie.

Nietrudno jest wykaza¢ indukcyjnie (korzystajac z (2)),
ge f(kt) > kf(t). Wystarcay wiec wykazaé, ge zachodzi nier6wnodé

| przeciwna, tzn. f(kt) < kf(t). Wykaiemy to tez za pomoca indukcji.

Dla k = 1 — oczywiste. Zalézmy teraz, ze nieréwnodé ta zachodzi
dla liczb naturalnych mniejszych od k. Udowodnimy ja dla k. Otés,
jezeli k jest parsyste, to

Flkt} = 2F (gt) ot

(zal. ind.}

E 1e) = k1(e).




Jezeli k jest nieparzyste, to

Fkt) < f((k+1)1) — £(2) = 2f (’“ f 1::) 1)

2
(wobec (2))
7z g (k+ 1

£ 1) - 160 = k100,

{zal. ind.)

Laczac uzyskane réwnosdcei otrzymujemy, ie

(3)

Zbiér A liczb postaci k - 2™ jest gesty w (0, +o0). Oznacza to,
ze dla dowolnej liczby dodatniej ¢ znajdziemy takie dwa ciagi (ay)
i (bs) o wyrazach ze zbioru A (tzn. kazda z liczb a,, i b, mozna

Flk-2™)=k-27f(1) dlakeNimeZ.

przedstawié w postaci k - 2™), ze

n <t<b, oraz an, —t by, —t.

Skad wobec (3) i monotonicznodci f mamy

anf(1) = flan) < f(t) < f(bn) = baf(1) .

Przechodzac do granicy mamy

tf(1) < f(t) <tf(1),

czyli f(t) = tf(1), a wiec funkcja f jest liniowa.

Zauwazmy, ze nie tylko postaé dziedziny funkeji f, ale i postaé
zbioru wartodci ma decydujace znaczenie dla rozwiazywalnodci
nieréwnosci (1). WidzieliSmy, ze wiréd funkcji f : R — [0, +o0)
tylko funkcja stale réwna zeru jest rozwiazaniem. Stad wéréd
funkcji f : R — (0, o0) nieréwnosé (1) rozwiazafi nie ma. Natomiast
gdybysmy szukali rozwiazai wérdd funkeji f : R — R, to mozna
udowodnié korzystajac z pewnego twierdzenia G. Hamela istnienie
rozwiazan, ktérych wykres jest gestym podzbiorem plaszczyzny R?
(tzn., ze w kazdym otoczeniu dowolnego punktu plaszczyzny

<

znajduja sie punkty wykresu)! Co wiecej, rozwiazania te sa

addytywne, to znaczy spelniaja warunek f(s +t} = f(s) + f(¢).

Warunek ten jest silniejszy niz nieréwnosé (1).

Nieréwnosé (1) to szczegdlny przypadek nastepujacej nieréwnosci

funkcyjnej

(4)

gdzie a i b sa stalymi dodatnimi, a f jest, dla ustalenia uwagi,

af(s) + bf(t) < flas +bt),

funkcja z [0, +00) w [0, +o0).

Jegeli @ + b = 1, to nieréwnoéé (4) jest réwnowazna nierdwnosci

definiujacej wklestosé funkcji

Af(s) + (1= A)f(£) < f(As + (1— A)t)  dla wszystkich X € [0, 1]

(wynika to z pewnych twierdzei Kuhna, Daréczego, Pélesa,
i Bernsteina-Doetscha).

Gdy a+ b < 1, pojawiaja sie rozwiazania nieciagle (zgodnie

z rezultatami K. Barona, J. Matkowskiego i K. Nikodema); podobnie
jest, gdy a + b > 1. Przypadek a < 1 < a+ b (zbadany przez

J. Matkowskiego) mozna sprowadzi¢ do przypadkua <1 <b
(iterowanie!), a rozwiazaniami tego ostatniego sa wylacznie funkcje
liniowe. Dowdd daje si¢ poprowadzié dla niektérych wartodei statych
aib tak jak w punkcie 2. W ogdlnym jednak przypadku trzeba sobie

radzié¢ troche inaczej.

Wizystkie te wyniki sa znane. Czym zatem zajmowalem sie w pracy

konkursowej? — innymi przypadkami nieréwnosci

(8)

gdzie f: (0, +o0) — [0, +c0), @, B, a, b sa stalymi dodatnimi oraz

a <1< b Przy tym zalozeniu udalo si¢ udowodni¢, ze jezeli dla
danych a,b, o, f nieréwnodé (5) ma rozwigzanie niezerowe, to ma
takze rozwigzanie potegowe. Pomoglo to opisad klasy rozwiazan (5)
(podobnie jest z nieréwnoscia af(s) + Af(t) > f(as + bt), gdy

af(s)+ Bf(t) < flas+ bt),

Jim f(s) =)

przez P.G. Lejeune Dirichleta,
a gloszacego, e kaidy postep
arytmetyczny, utworzony z liczb

& naturalnych, ktérego pierwszy wyraz

jest wzglednie pierwszy z réznica,
postepu, zawiera nieskoniczenie wiele liczb
pierwszych.

Powstaje pytanie, jak duza moze byc
najmniejsza liczba pierwsza lezaca w takim
postepie. Z hipotezy Riemanna mozna
wydedukowaé, Ze jesli ¢ jest dowolng liczba
wieksza, od 2, oraz d jest dostatecznie duza
liczba naturalna, to w kazdym z postepéw
arytmetycznych

dk+a (k=1,2,...;
s [ Bl

(a,d) =1)
znajduje sie liczba pierwsza nie
przekraczajaca d°. W 1944 roku
J.V. Linnik udowodnit (bez Zadnych
nieudowodnionych hipotez), ze to
twierdzenie jest stuszne dla pewnego,
zreszta, bardzo duzego, wykladnika c.
Problemem zmniejszenia wielkodci ¢
w twierdzeniu Linnika zajmowalo sie wielu
autoréw. Przedostatni rekord naleiy do
J.R. Chena i J.M. Liu, ktérzy w 1989 roku
wykazali, Ze za ¢ mozna przyjaé dowolna
liczbe wieksza od 13,5, a zupelnie swiezo,
bo w 1991 roku, Wang Wei zastapil tu
liczbe 13,5 przez 8.

Problem Goldbacha

W 1742 roku G. Goldbach zapytal, czy
kazda liczba parzysta, wieksza od 4, jest
suma dwoch liczb pierwszych nieparzystych '
i czy kazda liczba nieparzysta, wicksza
od 7, jest suma trzech liczb pierwszych
nieparzystych. Pytanie to nosi nazwe
problemu Goldbacha, a pelnej odpowiedzi
na nie dotad nie znamy.

Pierwszy krok w kierunku rozwiazania
tego problemu uczynili w 1922 roku
G.H. Hardy i J.E. Littlewood, ktérzy
przy uzyciu pewnych hipotez, bedacych
uogdlnieniem hipotezy Riemanna

(a dotad nie udowodnionych) udowodnili,
ge kazda dostatecznie duza liczba
nieparzysta jest suma, trzech liczb
pierwszych nieparzystych. W 1937 roku
I.M. Winogradow uzyskal tenze wynik,

juz bez uzycia zadnych nieudowodnionych
hipotez. Niedawno J.R. Chen i T.Z. Wang
wykazali, ze kaida liczba nieparzysta
wieksza od

011,503

e

jest sumg trzech liczb pierwszych.
Niestety, liczba ta jest zbyt duza,
by sprawdzié¢ przypuszczenia Goldbacha
dla wszystkich mniejszych liczb




nieparzystych. Sprawdzenia takiego
dokonano jedynie dla liczb nie
przekraczajacych 2 - 10'° (A. Granville,
J. van de Lune, H.J.J. te Riele, 1989).

W problemie Goldbacha dla liczb
parzystych postep byl znacznie mniejszy.
Dzié wiemy jedynie, ze ilodé liczb
parzystych, mniejszych od z, ktére nie

83 sumami dwéch liczb pierwszych, nie
przekracza cz®, gdzie ¢ jest pewna stala
i6 <1 (H.L. Montgomery, R.C. Vaughan,
1971), a nadto kazda dostatecznie duza
liczba parzysta jest suma liczby pierwszej
i liczby, ktéra jest bad# pierwaza, badZ
tes jest iloczynem dwéch réznych liczb
pierwszych (J.R. Chen, 1973).

Wazystkie te wyniki uzyskano za pomoca,
trudnych srodkéw analitycznych. Prostsze
podejécie zaproponowat w 1930 roku

L.G. Schnirelman, ktéry za pomoca
elementarnych metod udowodnit istnienie
takiej liczby M, ze kaida liczba naturalna

jest suma co najwyzej M liczb pierwszych.

Najmniejsza taka liczba M nosi nazwe
stalej Schnirelmena, a przypuszczenie
Goldbacha jest réwnowazne réwnosci

| M = 3. Pierwsza wartoéé M byta
ogromna, ale obecnie udalo sie ja, znacznie
zmniejszyé, a rekord nalezy do H. Riesela
i R.C. Vaughana, ktérzy w 1983 roku
wykazali, e moZna przyjaé M = 18,

L

Roswiasanie sadania M. 668. Niech §

oZnacra sume nasgego sreregu; w ukladzie
sibdemkowym mamy

S =0, 1001000010000001... ,
a dobrze wiadomo, Ze liczba
o nieckresowym roszwinieciu

(w jakimkolwiek ukladrie!) jest
niewymierna.

Komentarz do artykulu Marka Pyci

W artykule Marka Pyci (str. 4), punkt 2, zostalo udowodnione,

7e funkcja spelniajaca podana tam nieréwnoéé (1) (np. spelniaja

ja funkcje addytywne, tj. takie, ze f(z +y) = f(z) + f(y) dla
dowolnych z i y), majaca za dziedzine i zbiér wartodci zbiér liczb
rzeczywistych nieujemnych, jest funkcja liniowa, tj. postaci f(t) = at,
dla stalego a. Wynika stad od razu, ze jedynym mozliwym wzorem
na pole prostokata o bokach z iy jest azy, gdzie « jest stala
(zalezna od wyboru jednostki dlugodci).

Oznaczmy bowiem pole prostokata przez P(z, y).

X1

Rys. 1
Z rysunku 1 wynika, ze
P(z1 + 22,y) = P(z1,y) + P(z2,9) -

Ustalmy wartos¢ y. Zgodnie z dowodem Marka Pyci funkcja
fy(z) = P(z,y), jako spelniajaca réwnoéé

fy(@1 + 22) = fy(z1) + fylz2)
jest postaci fy(z) = a(y) - =.

Spéjrzmy teraz na rysunek 2.

¥4 y?
Rys. 2
Mamy
P(z,y1 + y2) = Pz, u1) + Pz, 42) -
A zatem

Tyi+vs (:L') = fu, (I) + fua (:5) :

Mamy wiec dla dowolnego =
a(y1 +y2)z = e{y1)z + alys)=,

w szczegblnodcei, dla z =1, _

a(ys + y2) = aly1) + a(y2) -
Znéw odwolujac sie do tego samego dowodu otrzymujemy,
ze a(y) = o - y, gdzie a jest stala.
Zatem P(z,y) = fy(z) = e(y)z = azy, co chcielidmy wykazal.

Inny dowdd tego samego faktu mozna znale7é w artykule Marka
Kuczmy (co jeden, to Marek), w Delcie 1/1977 lub 7/1983.

Marek KORDOS



