| A1), A(2), A(3),..
| nieskoriczente wiele takich liczb
pierwszych p, Ze wezystkie liczby

i trojaczkéw jest szczegdlnym przypadkiem

nastepujacego przypuszczenia
L.E. Dicksona:
Jedli ay,82,...,8, 3q liczbami naturalnyms
o tej wlasnodei, Ze tloczyn
A(g) == _ﬂ:(_S Se ﬂai)(ﬁ +ﬂ2‘).. S (2 + an)
nie ma stalego dzielntka wickszego
od 1, tj. nie ma takiej liczby d > 1,
kidra dzielitaby wazystkie wartodci
., to tstnieje

p+ei,p+az,...,p+a, ag liczbami
pierwszymi,

W przypadku n = 1, a1 = 2 prowadzi to

§ do problemu bliZniakéw, a w przypadku

n=2,a =2, as =6 do trojaczkéw.

Przed kilkunastu laty powiazano

| przypuszczenie Dicksona z innym starym
. przypuszczeniem, dotyczacym funkeji m(z).

Chodzi o to, czy dla wszystkich =, y

| naturalnych stuszna jest nieréwnosdé

(2) m(z +y) < n(z) + 7(y),

-z ktdrej wynika, Ze w Zadnym przedziale

o danej dlugodci N nie moze byé

~ wiecej liczb pierwszych niz jest ich

w przedziale [1, N].

§ Okazalo sie mianowicie {D. Hensley,
L Richards, 1973}, ie to ostatnie

przypuszczenie jest sprzeczne
z przypuszczeniem Dicksona, a dokladniej,
ze ze slusznodci praypuszczenia Dicksona

¥ wynika falezywodé nieréwnodci (2) dla
! pewnych wartodci z,y. Zatem jedno z tych

przypuszczen (a mose i oba) musi byé
falszywe. T. Vehka wykazal w 1979 roku,
Ze jedli hipoteza Dicksona jest prawdziwa,
to istnieja przedzialy o dlugodci 11763,
zawierajace 1412 liczb pierwszych, podczas
gdy przedzial [1,11763] zawiera ich
jedynie 1409.

- Liczby pierwsze w postepach
 arytmetyeznych

Nietrudno wykazaé, Ze postep
arytmetyczny 8,7,11,15,19, ..., zlofony

z liczb naturalnych postaci 4k + 3 zawiera
nieskoriczenie wiele liczb pierwszych.

| Gdyby bowiem tak nie bylo i D byloby
i iloczynem wszystkich liczb pierwszych
tej postaci, to jedna z licsb D+ 2, D + 4

dalaby sig zapisaé w postaci 4m + 3.
Poniewas iloczyn dowolnej ilodci liczb
plerwazych postaci 4k + 1 jest ted tej
postaci, zatem liczbha 4m + 3 musialaby
mie¢ dzielnik pierwszy p postaci 4k + 3,
a wiec dzielacy D, co jest niemozliwe,

! bo wowczas p dzieliloby 2 lub 4.

Wynik ten jest szczegdlnym przypadkiem
twierdzenia, udowodnionego w 1837 roku

| Nieré6wnosci funkcyjne
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Przedstawie wybrane metody elementarnego rozwiazywania
nieréwnoéci funkcyjnych na przykladzie analizy nieréwnodci
zwiazanych z moja praca nagrodzona na Konkursie Uczniowskich
Prac z Matematyki.

Bedziemy rozwazaé funkcje zmiennej rzeczywistej o wartodciach
rzeczywistych nieujemnych, ktére dla wszystkich s i ¢ ze swojej
dziedziny spelniaja nieréwnodé

1 1
(1) Sfe) +2/() < f (53 + 2::) .
W zaleinosci od tego, jaka bedzie dziedzina funkeji f, otrzymamy

| jakodciowo inne rozwiazania. Przyjrzyjmy sie kilku mozliwosciom.

1. f: R — [0,400). Oczywiscie, funkcja stale réwna 0 speknia (1).
Wykazemy, ze jest to jedyne rozwiazanie tej nieréwnosci. Latwo
zauwazyé (podstawlajac w (1) s =t =0), ze f(0) =0, a stad dla
dowolnego t € R

) < %f(—4t)+2f(t)$ f(%(—4t)+2t): f(0)=0.

(bo f nieujemna)

Stad f(t) = 0 (gdyi F(£) = 0).
d 2. f:[0,+0c0)

— [0, +00). Wykazemy, e w tym przypadku jedynymi
rozwiazaniami (1) sa funkcje liniowe, tzn. funkcje postaci f(t) = at.
Podobnie jak poprzednio otrzymujemy f(0) = 0. Skladan.c

8l nieréwnodci (iterujac) mamy:

1

1 (%f(sl) + 2)‘(82)) +2 (lf(tl) -+ 2f(t2)) <

2

1 1
< Ef (5514-282) +2f( t1+2t2) <

& F (% (-;—81 + 232) + 2 (2t1 + 2t2)) %

¢ Teraz podstawiajac 83 =tp =0, sz = s it; = ¢ otrzymujemy

@) fls) + () < f(s + 1),

czyli funkcja f jest tak swana funkcja nadaddytywna, a ze
wartodci f sa nieujemne, wiec f jest niemalejaca. Podstawiajac

w nieréwnodci (1) s = 0 uzyskujemy 2f(¢) < f(2t). Natomiast
podstawiajac 0 w miejsce ¢ i 2t w miejsce s uzyskujemy

1 A .

5)‘(21&) < f(t). Z obu tych nieréwnoéci mamy 2f(t) = f(2t). Stad
natomiast nietrudno jest wykazaé indukcyjnie, ze f(2™t) = 2™ f(¢)

8 dla kaidego m calkowitego (m moge by¢ ujemne). Udowodnimy
| teraz, se dla kaidego k naturalnego f(kt) = kf(t). Istotnie.

Nietrudno jest wykaza¢ indukcyjnie (korzystajac z (2)),
ge f(kt) > kf(t). Wystarcay wiec wykazaé, ge zachodzi nier6wnodé

| przeciwna, tzn. f(kt) < kf(t). Wykaiemy to tez za pomoca indukcji.

Dla k = 1 — oczywiste. Zalézmy teraz, ze nieréwnodé ta zachodzi
dla liczb naturalnych mniejszych od k. Udowodnimy ja dla k. Otés,
jezeli k jest parsyste, to

Flkt} = 2F (gt) ot

(zal. ind.}

E 1e) = k1(e).




Jezeli k jest nieparzyste, to

Fkt) < f((k+1)1) — £(2) = 2f (’“ f 1::) 1)

2
(wobec (2))
7z g (k+ 1

£ 1) - 160 = k100,

{zal. ind.)

Laczac uzyskane réwnosdcei otrzymujemy, ie

(3)

Zbiér A liczb postaci k - 2™ jest gesty w (0, +o0). Oznacza to,
ze dla dowolnej liczby dodatniej ¢ znajdziemy takie dwa ciagi (ay)
i (bs) o wyrazach ze zbioru A (tzn. kazda z liczb a,, i b, mozna

Flk-2™)=k-27f(1) dlakeNimeZ.

przedstawié w postaci k - 2™), ze

n <t<b, oraz an, —t by, —t.

Skad wobec (3) i monotonicznodci f mamy

anf(1) = flan) < f(t) < f(bn) = baf(1) .

Przechodzac do granicy mamy

tf(1) < f(t) <tf(1),

czyli f(t) = tf(1), a wiec funkcja f jest liniowa.

Zauwazmy, ze nie tylko postaé dziedziny funkeji f, ale i postaé
zbioru wartodci ma decydujace znaczenie dla rozwiazywalnodci
nieréwnosci (1). WidzieliSmy, ze wiréd funkcji f : R — [0, +o0)
tylko funkcja stale réwna zeru jest rozwiazaniem. Stad wéréd
funkcji f : R — (0, o0) nieréwnosé (1) rozwiazafi nie ma. Natomiast
gdybysmy szukali rozwiazai wérdd funkeji f : R — R, to mozna
udowodnié korzystajac z pewnego twierdzenia G. Hamela istnienie
rozwiazan, ktérych wykres jest gestym podzbiorem plaszczyzny R?
(tzn., ze w kazdym otoczeniu dowolnego punktu plaszczyzny

<

znajduja sie punkty wykresu)! Co wiecej, rozwiazania te sa

addytywne, to znaczy spelniaja warunek f(s +t} = f(s) + f(¢).

Warunek ten jest silniejszy niz nieréwnosé (1).

Nieréwnosé (1) to szczegdlny przypadek nastepujacej nieréwnosci

funkcyjnej

(4)

gdzie a i b sa stalymi dodatnimi, a f jest, dla ustalenia uwagi,

af(s) + bf(t) < flas +bt),

funkcja z [0, +00) w [0, +o0).

Jegeli @ + b = 1, to nieréwnoéé (4) jest réwnowazna nierdwnosci

definiujacej wklestosé funkcji

Af(s) + (1= A)f(£) < f(As + (1— A)t)  dla wszystkich X € [0, 1]

(wynika to z pewnych twierdzei Kuhna, Daréczego, Pélesa,
i Bernsteina-Doetscha).

Gdy a+ b < 1, pojawiaja sie rozwiazania nieciagle (zgodnie

z rezultatami K. Barona, J. Matkowskiego i K. Nikodema); podobnie
jest, gdy a + b > 1. Przypadek a < 1 < a+ b (zbadany przez

J. Matkowskiego) mozna sprowadzi¢ do przypadkua <1 <b
(iterowanie!), a rozwiazaniami tego ostatniego sa wylacznie funkcje
liniowe. Dowdd daje si¢ poprowadzié dla niektérych wartodei statych
aib tak jak w punkcie 2. W ogdlnym jednak przypadku trzeba sobie

radzié¢ troche inaczej.

Wizystkie te wyniki sa znane. Czym zatem zajmowalem sie w pracy

konkursowej? — innymi przypadkami nieréwnosci

(8)

gdzie f: (0, +o0) — [0, +c0), @, B, a, b sa stalymi dodatnimi oraz

a <1< b Przy tym zalozeniu udalo si¢ udowodni¢, ze jezeli dla
danych a,b, o, f nieréwnodé (5) ma rozwigzanie niezerowe, to ma
takze rozwigzanie potegowe. Pomoglo to opisad klasy rozwiazan (5)
(podobnie jest z nieréwnoscia af(s) + Af(t) > f(as + bt), gdy

af(s)+ Bf(t) < flas+ bt),

Jim f(s) =)

przez P.G. Lejeune Dirichleta,
a gloszacego, e kaidy postep
arytmetyczny, utworzony z liczb

& naturalnych, ktérego pierwszy wyraz

jest wzglednie pierwszy z réznica,
postepu, zawiera nieskoniczenie wiele liczb
pierwszych.

Powstaje pytanie, jak duza moze byc
najmniejsza liczba pierwsza lezaca w takim
postepie. Z hipotezy Riemanna mozna
wydedukowaé, Ze jesli ¢ jest dowolng liczba
wieksza, od 2, oraz d jest dostatecznie duza
liczba naturalna, to w kazdym z postepéw
arytmetycznych

dk+a (k=1,2,...;
s [ Bl

(a,d) =1)
znajduje sie liczba pierwsza nie
przekraczajaca d°. W 1944 roku
J.V. Linnik udowodnit (bez Zadnych
nieudowodnionych hipotez), ze to
twierdzenie jest stuszne dla pewnego,
zreszta, bardzo duzego, wykladnika c.
Problemem zmniejszenia wielkodci ¢
w twierdzeniu Linnika zajmowalo sie wielu
autoréw. Przedostatni rekord naleiy do
J.R. Chena i J.M. Liu, ktérzy w 1989 roku
wykazali, Ze za ¢ mozna przyjaé dowolna
liczbe wieksza od 13,5, a zupelnie swiezo,
bo w 1991 roku, Wang Wei zastapil tu
liczbe 13,5 przez 8.

Problem Goldbacha

W 1742 roku G. Goldbach zapytal, czy
kazda liczba parzysta, wieksza od 4, jest
suma dwoch liczb pierwszych nieparzystych '
i czy kazda liczba nieparzysta, wicksza
od 7, jest suma trzech liczb pierwszych
nieparzystych. Pytanie to nosi nazwe
problemu Goldbacha, a pelnej odpowiedzi
na nie dotad nie znamy.

Pierwszy krok w kierunku rozwiazania
tego problemu uczynili w 1922 roku
G.H. Hardy i J.E. Littlewood, ktérzy
przy uzyciu pewnych hipotez, bedacych
uogdlnieniem hipotezy Riemanna

(a dotad nie udowodnionych) udowodnili,
ge kazda dostatecznie duza liczba
nieparzysta jest suma, trzech liczb
pierwszych nieparzystych. W 1937 roku
I.M. Winogradow uzyskal tenze wynik,

juz bez uzycia zadnych nieudowodnionych
hipotez. Niedawno J.R. Chen i T.Z. Wang
wykazali, ze kaida liczba nieparzysta
wieksza od

011,503

e

jest sumg trzech liczb pierwszych.
Niestety, liczba ta jest zbyt duza,
by sprawdzié¢ przypuszczenia Goldbacha
dla wszystkich mniejszych liczb




nieparzystych. Sprawdzenia takiego
dokonano jedynie dla liczb nie
przekraczajacych 2 - 10'° (A. Granville,
J. van de Lune, H.J.J. te Riele, 1989).

W problemie Goldbacha dla liczb
parzystych postep byl znacznie mniejszy.
Dzié wiemy jedynie, ze ilodé liczb
parzystych, mniejszych od z, ktére nie

83 sumami dwéch liczb pierwszych, nie
przekracza cz®, gdzie ¢ jest pewna stala
i6 <1 (H.L. Montgomery, R.C. Vaughan,
1971), a nadto kazda dostatecznie duza
liczba parzysta jest suma liczby pierwszej
i liczby, ktéra jest bad# pierwaza, badZ
tes jest iloczynem dwéch réznych liczb
pierwszych (J.R. Chen, 1973).

Wazystkie te wyniki uzyskano za pomoca,
trudnych srodkéw analitycznych. Prostsze
podejécie zaproponowat w 1930 roku

L.G. Schnirelman, ktéry za pomoca
elementarnych metod udowodnit istnienie
takiej liczby M, ze kaida liczba naturalna

jest suma co najwyzej M liczb pierwszych.

Najmniejsza taka liczba M nosi nazwe
stalej Schnirelmena, a przypuszczenie
Goldbacha jest réwnowazne réwnosci

| M = 3. Pierwsza wartoéé M byta
ogromna, ale obecnie udalo sie ja, znacznie
zmniejszyé, a rekord nalezy do H. Riesela
i R.C. Vaughana, ktérzy w 1983 roku
wykazali, e moZna przyjaé M = 18,

L

Roswiasanie sadania M. 668. Niech §

oZnacra sume nasgego sreregu; w ukladzie
sibdemkowym mamy

S =0, 1001000010000001... ,
a dobrze wiadomo, Ze liczba
o nieckresowym roszwinieciu

(w jakimkolwiek ukladrie!) jest
niewymierna.

Komentarz do artykulu Marka Pyci

W artykule Marka Pyci (str. 4), punkt 2, zostalo udowodnione,

7e funkcja spelniajaca podana tam nieréwnoéé (1) (np. spelniaja

ja funkcje addytywne, tj. takie, ze f(z +y) = f(z) + f(y) dla
dowolnych z i y), majaca za dziedzine i zbiér wartodci zbiér liczb
rzeczywistych nieujemnych, jest funkcja liniowa, tj. postaci f(t) = at,
dla stalego a. Wynika stad od razu, ze jedynym mozliwym wzorem
na pole prostokata o bokach z iy jest azy, gdzie « jest stala
(zalezna od wyboru jednostki dlugodci).

Oznaczmy bowiem pole prostokata przez P(z, y).

X1

Rys. 1
Z rysunku 1 wynika, ze
P(z1 + 22,y) = P(z1,y) + P(z2,9) -

Ustalmy wartos¢ y. Zgodnie z dowodem Marka Pyci funkcja
fy(z) = P(z,y), jako spelniajaca réwnoéé

fy(@1 + 22) = fy(z1) + fylz2)
jest postaci fy(z) = a(y) - =.

Spéjrzmy teraz na rysunek 2.

¥4 y?
Rys. 2
Mamy
P(z,y1 + y2) = Pz, u1) + Pz, 42) -
A zatem

Tyi+vs (:L') = fu, (I) + fua (:5) :

Mamy wiec dla dowolnego =
a(y1 +y2)z = e{y1)z + alys)=,

w szczegblnodcei, dla z =1, _

a(ys + y2) = aly1) + a(y2) -
Znéw odwolujac sie do tego samego dowodu otrzymujemy,
ze a(y) = o - y, gdzie a jest stala.
Zatem P(z,y) = fy(z) = e(y)z = azy, co chcielidmy wykazal.

Inny dowdd tego samego faktu mozna znale7é w artykule Marka
Kuczmy (co jeden, to Marek), w Delcie 1/1977 lub 7/1983.

Marek KORDOS



