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@ Skrét regulaminu

Kaidy moze nadsylaé rozwiazania zadai z numeru n w terminie do kofica miesiaca
n + 3. Szkice rozwiazafi zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsyla€ rozwiazania

Termin nadsylania rozwiazari:
30 VI 1993

czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy

przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy zadania w skaliod 0 do 1l 2 dokladnofcia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspblezynnik trudnoéci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie § oznacza sumg

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punkiéw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1993.

Zadania z matematyki nr 257, 258

Redaguje Marcin E. KUCZMA

25%. Czworodcian o krawedziach dlugodei @, b, ¢, d, ¢, f
jest wpisany w sfere o drodku O i promieniu H. Niech O'
bedzie érodkiem sfery przechodzacej przez grodki ciezkodci
czterech dcian czworodcianu. Obliczyé odlegloéé punktu o'
od punktu O.

Rozwiszania zadai z matematyki z numeru 11/1992
Przypominamy tredé zadaf:
z oo
249. Wykazaé zbietnoé{ i obliceyé sume sneregu E Gn, Gdnie
n—1
a; = 1f{z+ 1), an = (n/(z+ n]) i}: (= — j!/!x+j"] dian>2

- . % = . =
a x jest dana liczbg dodatnia. !

260. Wyznaczy€ wsnystkie licaby n € {0,1,%2,3. 4,5, 5}

niniefci€ w praestrzeni 4k praystajacych kostek szedcienny

aby kaida miala dokladnie n fcian wspdlnyeh 7 innymi kostkami.

249. Dla n > 2 zachodzi réwnosé
- 1
(1) A — n =i+ )

el r4+n n—1

Zauwasmy, te dla dostatecznie duzych n (powiedzmy, dla
n > ng) prawdziwa jest nieréwnodé

n?ln—1-z| < 2(n—1)>3(n+z);
stad, wobec (1),
n—1
n

Gn
<2

dla n > ng

Gn—1

i w konsekwencji otreymujemy (dla n > np):

n
k-1 ng
<2langl- [[ 5= =2omol

k=ng-+1

n
Ok
S | v

Zatem limap, = 0.

lan| =

Przepisemy teras zalegnodé (1) w postaci

(1+;.)ak:(kjl_1)ak_l,

czyli - oznaczajac cp = arz/k:
(2) ag—1+ Gk = Ck—1~ Ck-

Niech 8, = @y + ...+ an. Sumujemy stronami réwnosci (2) dla
k=2,...,niotrzymujemy wzdr:

28, =61+ 8n + €1 — Cn =14+an —¢n .
Wezedniej stwierdeilidmy, Ze ciag (an) dagzy do zera. Tym
bardziej ciag (cn) dagy do zera. Wobec tego ciag (23,;) dagy

do jednodéci, i ostatecznie

oo

. 38
Zaﬂ,: lim sn=§.
n—oco

n=1

14

258. Udowodni, ze dla kaidej liczby naturalnej
n > 2 oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a > 1,
Z1,...,2%n > 0 zachodzi nieréwnosé

i i n ‘
Z(s—z;) > (n—l)“’ gdzie s =21+ ...+ Zn.

i=1

Zadanie 258 zaproponowat pan Adam Czornik z Bytomia.

250. Wykasemy najpierw, fe na plaszczygnie nie mogna
umiedcié skoriczonej liczby przystajacych kwadratéw tak,

aby kazdy mial co najmniej trzy boki wepélne z innymi
kwadratami. Przypusémy, ze jest to mozliwe i Ze mamy taki
uklad kwadratéw. Jesli rozpada si¢ on na kilka oddzielnych
ukiadéw, bedziemy w dalszym ciagu rogwagal tylko jeden & nich;
nie prowadzi to do straty ogélnodei. Istnieje prosta gawierajaca
bok co najmniej jednego kwadratu i taka, Ze wagystkie kwadraty
rogwasanego ukladu leza po jednej jej stronie. Boki zawarte

w tej prostej wyznaczaja na niej skoriczong liczbe odcinkdw.
Wegmy punkt bedacy ,skrajnym koricem gkrajnego odcinka”

(tj. takim, e wegystkie odcinki leza na jednej = pélprostych,

na ktére dzieli on dana prosts). Punkt ten jest jednoczednie
wierzeholkiem kwadratu naszego ukladu, majacego co najwyzej
dwa boki wspélne g innymi kwadratami.

Przypudémy teraz, £e mamy W preestrzeni skoriczony uklad
szedcianéw, & ktérych kazdy ma g innymi szedcianami co
najmniej cztery dciany wspblne. Jak w prezypadku kwadratdw,
jesli konstrukeja sklada si¢ z kilku oddzielnych ukiadow,
bierzemy do dalsgych rozwazan tylko jeden g nich. Znajdujemy
plaszczyzne rawierajacy sciang co najmniej jednego szescianu

i taka, te wegystkie szedciany rozwaganego uktadu lega po jednej
jej stronie. Sciany zawarte w tej prostej wyznaczajg na niej
pewng konfiguracje kwadratdw, wiréd ktérych istnieje kwadrat
majacy z pozostalymi co najwyzej dwa boki wspdlne (to zostalo
wykazane przed chwilg). Kwadrat ten jest iciang szedcianu,
majacego & innymi szescianami wspdine co najwyzej trey sciany.

Wynika stad, fe ¢adna liczba n > 4 nie spelnia warunku,
o ktérym mowa w zadaniu.

Natomiast dia n = 0,1,2,3 motna utworzyc sadane
konfiguracje. Dla n = 0,1 jest to oczywiste; dla n = 2:
budujemy =z 4k kostek ,ramke’ o wymiarach gewnetrznych

(2k — 1) x 8 orag wewnetrznych (2k — 3) % 1; rysunek ilustruje
preypadek k = 5. Wreszciedlan =3 budujemy = 4k kostek
podobnag ,ramk¢”, ale o grubodci 2, o wymiarach rewnetrznych
(k—1)x3.

Tak wiec postulowany warunek spetniaja liceby n = 0,1, 23
i tylko one.



Rys. 1 Rys. 2

Rozwiazania zadaxi z fizyki z numeru 11/1992
Przypominamy treéé zadan:

147. Dwie doskonale spreszyste kulki poruszaja si¢ 2 jednakowsy
predkodcis v po linil proste] tak, de ich tory pokrywajs sie.

Na drodze kulek jest prostopadla spreiysta fciana, od ktérej
pierwsra kulka sig odbija, a potem zderza z d 2

a) Jaka maksymalna predkodé moke usyskad dr kulka, gdy
wderny si¢ jeden raz?
b} Jaka maksymalng predkodé mode uzyskad druga kulka, gdy

wderzy sig dwa razy’

1

¢) W jakim praedaziale

—-; aby kulki
¥y

aderayly sig dwa razy 1 nastapily teg dwa aderzenia o feiang?

musi lezed stosunck

Zadania z fizyki nr 155, 156
Redaguje Jerzy B. BROJAN

155. W obwodszie przedstawionym na rysunku 1 wazystkie woltomierze s jednakowe.
Ile wekazuja Vs i Vy, jesli Vi =12 V,a Vo =2 V7

158. Cialo o masie M porusza si¢ swobodnie z predkodcia vo w kierunku nieruchomej
§ciany. Gdy znajduje eie w odleglodci d od niej, nastepuje zderzenie z poczatkowo
nieruchomas, kulka o pomijalnych rozmiarach i masie m znacznie mniejszej od M.
Zakladamy, ze dalszy ruch kulki zachodzi wzdluz tej same]j prostej, co ruch ciala,

a jej zderzenia z cialem i dclang 83 doskonale sprezyste. Obliczyé w przyblizeniu

(dla m <« M) minimalna odleglodé zblizenia ciata do éciany.

g s T mz .
d) W jakim prredziale musi lezeé stosunek —, aby kulki

|
rdernyly sig trzy razy i nastapity catery uderzenia o fciang?

148. Dziesieé kilogramdéw wody nalano do prostopadiofciennego
naczynia — preyjmijmy rozmiary dna np. 20 X 25 cm,

wysokodé 20 cm. W punkcie A (rys. 2) umieszczono grzalke

o mocy 10¢ W, a w punkcie 5 — chlodnic¢ o mocy —100 W.

D i¢ orientacyjnie frednis prodkodé krajenia wody

czyniu
W[ nnik rozszerzalnodei objetodciowe} wody wynosi
! —3 2 T P 3
1n=* K lepkos$€ wody 0,01 puaza = 0,001 N s/m”.

147, Zadanie wymaga skorzystania ze znanych wzoréw

na predkodei vy i vy kulek po zderzeniu spresystym
prostoliniowym, jedli preed gderzeniem predkogdci te byly réwne
uy i ug:

My — Mg 2m2
Uy = u uz,
(1) my + me my +mag
me — M) 2m.1
YUg = Uz + uy .
my + mg my + ma

W preypadku pojedynczego zderzenia podstawiajac ug = —wv,
b - . 3m; —

up = v {po odbiciu od dciany) otrzymujemy vg = ml—m’z-u

iy -+ Mo

Predkcéé ta jest tym wigksea, im wigkszy jest iloraz m;/ma

i asymptotycznie ogiaga wartodé 3v — jest to odpowiedsd

na pytanie a). Aby odpowiedeieé na pytania b) i ), ehadajmy

my — 3MQ

. my bamg i . .

predkosé jest ujemna, czyli nastapi drugie uderzenie o dciane

iwv; zmieni zwrot. Kulka 1 moge wtedy dogonidé kulke 2

— pod warunkiemn, ge

1
takie predkodé v; = v, Jedli 22 > g tote

3Img — my 3y — mog .
, czylimg > my .
My + ma mji + mg
Stesujac powtdrnie wzory (1) etreymujemy
”,:m17m23mg—m1 2mq 3m1—m2u_
L7 g+ me my + mg my +mg my + mg
s 2 2
= ——— I -m7 + 10m;m; — m
(my + mg)? ( ! 2) '
v
’2 = ——— (-—Emg + 10mymg — mg) .

{mx + ms)?
Wielkodé vf osiaga maksymalng wartodé v} = 1,25v dla
m 5 e 4 i
stosunku —= = 3 (odpowieds na pytanie b)). Aby nie nastgpilo
my

trgecie uderzenie o dciang, predkosd v] musi by¢ nieujemna

- stad — < 1+4/0,8 = 1,8944. OdpowiedZ na pytanie c)
g
bremi zatem
m
1< —2 < 1,8944.
™
Nietrudno sprawdeié, ge trzecie zderzenie kulek nastapi

m
prey o Powtarzajac raz jesecze nakredlony wyzej schemat
my
oblicreniowy moéna wyliczyé odpowieds na pytanie d)

4,312 < 22 < 5,898,
m]

15

148. Przyjmijmy dla uprosgczenia, e caloé¢ wody jednakowo
sig ogreewa mijajac grzalke i oziebia mijajac chlodnice. Jesli
oznaczymy drednig predkoéé jako v, to prezyjmujac ,érednig
droge obiegu” réwna 40 cm (w odleglodei 8 cm od dcianek)

OI

mamy éredni okres obiegu réwny - = Mnotac ten czas

preez moc grzatki mogemy preyréwnadé otrzymane wyragenie
do iloczynu masy wody prezez cieplo whadciwe i preyrost
temperatury:

wow. L4m
v

J
<10 kg - AT
7 £

=4,2 108
k

Pomijajac jednostki mamy AT = 103 . l Silg powodujaca
krazenie wody jest régznica ciggaréw wodyIrj w lewej i prawej
czedel, réwna Am - g = VAp - g (gdzie V - objetodé polowy
naceynia). Régnice gestodei mozemy zad w prayblifeniu zapisad
w postaci iloczynu gestosci przez wepdlceynnik rozszerzalnodei
i preyrost temperatury. Stad sila

F=5kg 2-107*K~'. AT - 10 m/s?,
a pomijajac jednostki i podstawiajac AT mamy
F=10-%.1
v

Site t¢ preyrownamy do sily tarcia warstw cieczy opisywanej
wgorem

F _ Av

5 A
gdzie § ~ powiergchnia warstw, n — wspdtczynnik lepkodci,
Awv — régnica predkodei warstw odleglych o Az, W naszym
preypadku preyjmijmy, ze predkodé tug prey dciance
jest réwna zeru, a w odleglodci 5 cm od niej jest réwna
podwojonej predkodci dredniej. Niech powierschnia § bedzie
réwna 25 cm X 15 cm x 3 (uwzgledniamy tarcie o trey dcianki,
pomijajge dla uprossczenia dcianki réwnolegte do plaszcgyzny
rysunku). Stad

; N
F=01m?.0,0018. 2
m2 0,06 m
gdzie w ostatnim wyrageniu pominelidémy jednostki. Przes
pordwnanie g sila napedowa otreymujemy ostateczny wynik

lm_scm

=4.10"3%,

‘T2 s
Dokonujac bardeiej precyzyjnych osgacowadl mogna zsapewne
uzyskad wynik dokladniejszy. Nie sadze jednak, aby dcisly wynik
régnit sig od wartodci 5 cm/s wigcej niz dwa ragy.




