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Matematyka na falach eteru

Jedna z prywatnych rozgloéni radiowych organizuje

od czasu do czasu konkurs:

oghlasza pytanie, gdy zadzwonisz i odpowiesz poprawnie
jako pierwszy, otrzymasz nagrode. Oto, co niedawno
ustyszelidmy:

PYT.: — Ile wynosi rzad macierzy zerowej?

ODP.: - Zero.

PYT.: — Znakomicie! A pytanie poza konkursem

— co to jest macierz zerowa?

ODP.: — Nie mam pojecia.

Mieszkaniowy dowéd
lematu Spernera

W teorii punktéw stalych waina role odgrywa
kombinatoryczno-geometryczny lemat o podziale tréjkata,
udowodniony przez niemieckiego matematyka Emanuela
Spernera (1905-1980) w 1928 roku. Brzmi on nastepujaco:

Lemat 1. Zalézmy, e wierzcholki tréjkata T s
ponumerowane liczbami 1, 2 1 3. Tréjkat podzielony

jest na male tréjkaty, przy czym czeécia wspdlng dwéch
tréjkatéw podzialu jest albo waspdlny bok obu tréjkatdw,
albo wspélny wierzcholek obu tréjkatow, albo zbidr pusty.
Wierzchotki matych tréjkatéw numerujemy wedhug zasady:
jedli wierzcholek lezy na boku tréjkata T, to ma numer
taki, jak jeden z koncéw tego boku; wierzcholki lezace
wewnatrz tréjkata T sa ponumerowane liczbami 1, 2

i 3 w dowolny spoadéh. Wtedy istnieje tréjkat podzialu,
ktérego wierzcholki maja numery 1, 2 i 3. Co wiecej, liczba
takich tréjkatéw jest nieparzysta.

podziat , dobry” podziaf , zty”

Oto jednowymiarowy odpowiednik powyzszego lematu:

Lemat 2. Dzielimy odcinek za pomoca skonczonej

liczby punktéw na odcinki mniejsze; lewy koniec duzego
odcinka ma numer 1, prawy — numer 2, punktom podziatu
przypisujemy numery 1 i 2 w sposéb losowy. Istnieje
wéwczas odcinek maly o koricach z numerami 11 2;

co wiecej, liczba takich odcinkéw jest nieparzysta. Oba
lematy (chociaZ drugi jest niemal oczywisty) udowodnimy
metoda mieszkaniowo-drzwiowa.

Wyobrazmy sobie wielopokojowe mieszkanie, przy czym
kazdy pokéj ma 0, 1 lub 2 drzwi (dopuszczamy istnienie
pokojéw bez drzwi). Niektére drzwi moga byé zewnetrzne
{wyprowadzaé na zewnatrz mieszkania). Wykazemy,

ze liczba drzwi pozwalajacych wyjéé z mieszkania i liczba
pokojéw z jednymi drzwiami ga tej samej parzystoéci.

Dla dowodu poapacerujmy po mieszkaniu — jednakie
wedhug pewnych regul: otéz przez kazde drzwi
przechodzimy dokladnie raz. Kazdy spacer zaczynamy
i koficzymy na zewnatrz mieszkania lub w pokoju

z jednymi drzwiami; dzieki temu, %e zaden pokdj nie ma
wiecej niz dwoje drzwi, nasz spacer jest jednoznacznie
okreslony poczatkiem i koficem (kierunek wedréwki nie gra
roli).
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Rozwazmy teraz takie spacery, po ktérych — w sumie

- pzaliczymy” wszystkie drzwi (kaide raz). Moga, pojawié
sie drogi trzech rodzajéw:

1) od drzwi zewnetrznych do pokoju z jednymi drawiami !
(lub na odwrét),

2) od drzwi zewnetrznych do drzwi zewnetrznych,
3) od pokoju z jednymi drzwiami do pokoju z jednymi i
drzwiami. i

Niech m, n i p oznaczaja odpowiednio liczbe drég
pierwszego, drugiego i trzeciego rodzaju. Wtedy liczba
zewnetrznych drzwi wynosi m + 2n, natomiast pokojéw
z jednymi drzwiami m + 2p. Oczywiste jest, e liczby
m + 2n 1 m + 2p maja te sama parzystodé.

Teraz wykazemy Lemat 2; niech odcinek bedzie
mieszkaniem, male odcinki pokojami, a drzwiami
wierzcholki o numerze 1. Wéwczas pokojem z jednymi
drzwiami bedzie odcinek o wierzcholtkach z numerami 1

i 2. Drzwi zewnetrzne sa tylko jedne (lewy koniec duzego
odcinka), wiec liczba pokojéw 2 jednymi drzwiami jest
nieparzysta (w szczegélnodci rézna od zera).

Dla dowodu Lematu 1 przyjmijmy, Ze mieszkanie

to duzy tréjkat, pokoje zad — male tréjkaty. Drzwi

— to boki malych tréjkatéw, oznaczone jedna jedynka,

i jedna dwdjka. Pokéj z jednymi drzwiami to tréjkat

o wierzcholkach (1,2,3), drzwiami zad wyprowadzajacymi
na zewnatrz odcinki (1,2) lezace na bokach dugzego tréjkata
(z zalozenia wynika, Ze musza one byé na boku o koiicach
11i2). Na mocy Lematu 2 liczba tych ostatnich jest
nieparzysta, a wiec i liczba tréjkatéw typu (1,2,3) — czyli
pokojéw z jednymi drzwiami — tez.

Powtarzajac to rozumowanie mozemy wykazac lemat

Spernera dla piramidy o wierzcholkach (1,2,3,4).
Armen EDIGARIAN
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