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/ \ Zapewne wszyscy pamietaja wykonywane w szkole lub podczas zabawy
/ Y dodwiadczenia 5 wahadlem matematycznym. Niewielki ciezarek zawieszony
/ A na lekkiej i nierozciagliwej nici po odchyleniu od kierunku pionowego
/ \\ i puszezeniu swobodnie wykonuje drgania (rys. 1). W szkole czesto méwi
/ \ sie, 4e jest to przyklad drgan harmonicznych. Jezeli cialo wykonuje drgania
~{ P harmoniczne, to wypadkowa sila wprawiajaca je w ruch, nazywana sila

.,\/I “ J.' -
& kierujaca ?, ma warto§é wprost proporcjonalna do wychylenia i zwrécona jest
-— zawsze do polozenia réwnowagi. W przypadku wahadla matematycznego miara
g 4 tego wychylenia bedzie kat o zawarty miedzy pionem a aktualnym kierunkiem
nici. Wtedy wartodé sity kierujacej mozemy wyrazié¢ wzorem
(1) F=—ka,
w ktérym k oznacza wspdlczynnik proporcjonalnosci.

Okres drgan T wahadla matematycznego, czyli czas, w ktérym powraca ono
do tego samego skrajnego poloZenia, oblicza sie ze znanego wzoru

l
(2) T = 27:'\/;,

w ktérym I to dlugoéé wahadla, g zad — wartosé przyspieszenia ziemskiego
w miejscu wykonywania eksperymentu.

Jak wynika ze wzoru (2), okres drgan nie zaleiy od najwickszego odchylenia
wahadla od pionu, czyli od amplitudy drgad. Zgodnie z tym nalezy sie
spodziewad, ie wahadlo o danej dtugodci odchylone od pionu potrzebuje tyle
samo czasu na powrdt do skrajnego polozenia niezaleznie od tego, czy kat
odchylenia bedzie 6° czy 60°. Ta wlasciwodé ruchu drgajacego nazywa sie
izochronizmem (od greckich sléw isos — réwny, chronos — czas). Ma ona istotne
znaczenie, gdy wykorzystujemy ruch drgajacy do pomiaru czasu. Przyjmujac
okres tego ruchu za jednostke czasu nie musimy si¢ martwi¢ o amplitude drga.

Niestety, dokladne rozwazania dowodza, ze wahadlo matematyczne wykazuje
wiadciwos¢ izochroniczna tylko w przyblizeniu, zwlaszcza dla malych katéw
odchylenia nie przekraczajacych kilku stopni. Dokladnie bowiem, zgodnie
Rys. 2 gz rysunkiem 2, wartodé sily kierujacej wyraza sie wzorem

(3) F' = —mgsina,

w ktérym m oznacza mas¢ wahadla. Jesdli o nie przekracza kilku stopni,

to mozna skorzystaé z przyblizenia

(4) sing & «.

Wtedy wzér (3) przyjmuje postaé wzoru (1), a role wspélczynnika k spelnia

ciezar ciala mg.

W przypadku wiekszych amplitud przyblizenia (4) zastosowad nie mozna. Okres
drgan wahadla matematycznego wyraza si¢ wéwczas pelnym wzorem

2 3
(5] T"=2x é[l+%sin2%+(l~j) Sin4g+(1 3-5) sin63+...] .
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Latwo zauwaiy¢, e dla malych wartodci « liczba sin o jest duzo mniejsza

od jednodci i kolejne wyrazy szeregu wystepujacego w nawiasie szybko maleja.
Mozna wiec pominal te wartosci jako znacznie mniejsze niz 1 i wzér (5) zastapié
przyblizonym wzorem (2).



Rys. 3

Zeby sprawdzi¢ stusznosé powyzszych wywoddéw, wystarczy wykonad proste
dogwiadczenie. W tym celu budujemy wahadlo matematyczne zloione

z niewielkiego obciaznika, np. duzej nakretki zawieszonej na cienkiej nici

o diugosdci kilkudziesieciu centymetréw. Wahadlo to wprawiamy w drgania

o malej amplitudzie odchylajac je od pionu o kat okolo 5° i za pomoca stopera
lub zegarka z sekundnikiem miersymy czas trwania np. 20 drgai. Pomiar ten
powtarzamy kilkakrotnie. Obliczamy czas éredni, ktéry nastepnie dzielimy
przez liczbe drgaii i otrzymujemy okres. Te same czynnoéci powtarzamy dla
duzej amplitudy odchylajac wahadlo od pionu o kat okolo 45°. Jaka réznice
zauwazymy? Ktory okres jest dluzszy?

Bkoro okazalo sie, Ze najprostsze wahadlo matematyczne wyraZnie nie jest
izochreniczne dla duiych amplitud, powstaje problem, jak sporzadzié¢ wahadlo
majace te¢ wlasnosé? Pomoca ku temu mosge shizyé wazér (5). Jeieli okres drgas
wrrasta ze wgrostem amplitudy o 1 dlugodci I, to moze by skracaé | w miare
wzrostu o w taki sposéb, aby okres pozostawal staly. Mozna to zrobié nawijajac
ni¢ na krzywke o odpowiednim ksztalcie (rys. 3). Dokladne obliczenia wykazuja,
e kraywka ta powinna mieé ksztalt odwréconej poléwki cykloidy. Cykloida jest
krzywa okresowa zakreslona przez dowolnie wybrany punkt A lesacy na okregu
toczacym sie bez podlizgu po linii Iprostej (rys. 4). Po cykloidach poruszaja

sie wiec wzgledem obserwatora stojacego na Ziemi wszystkie punkty lezace

na brzegu két jadacych bez podlizgu pojazdéw. W przypadku naszego dcisle
izochronicznego wahadla drednica okregu, na ktérym lezy punkt zakreslajacy
cykloide, powinna byé réwna polowie dlugodci wahadla. Wtedy tez dlugodé

tuku poléwki tej cykloidy bedzie réwna dlugosci wahadla. Po raz pierwszy
wahadlo takie zostalo zaproponowane przez Huygensa, stad tes czesto nazywa.
sie wahadlem cykloidalnym jego imienia.

Nastepnym problemem jest zbudowanie modelu tego wahadla. W tym celu
potrzebna bedzie plytka ze styropianu albo kawalek miekkiej plyty pilsniowej
lub sklejki, kilkadziesiat szpilek albo gwozdzikéw, kawalek kartonu i poprzednio
sporzadzone wahadlo matematyczne. Na kartonie rysujemy okrag o doéé

duzym promieniu, np. 10 czy 15 cm. Po wycieciu zaznaczamy na brzegu
otrzymanego krazka punkt. Teraz przystepujemy do wykreslenia galezi cykloidy.
Na plytce ukladamy linijke i praykladamy do niej krasek tak, aby krawed?
linijki przechodszila przez zaznaczony punkt. Przetaczamy bez podlizgu krazek
po krawedzi linijki zaznaczajac na plytce kolejne polozenia wyréznionego punktu
— zgodnie z rysunkiem 4. Po wykonaniu przez krazek polowy obrotu i polaczeniu
zaznaczonych punktéw otrzymujemy luk cykloidy. Podobnie wykreflamy druga,
symetrycana galaZ cykloidy (poréwnaj rys. 3). Wadluz wykreslonych linii,

co kilka milimetréw wbijamy szpilki lub gwozdziki, miedzy ktérymi mozna
przepleé¢ pasek kartonu o szerokosci réwnej wysokodci wystajacych czeéei szpilek
dub gwoddzikéw. W miejscu, gdzie luki cykloidy zbiegaja sie, whijamy gwoidzik
i zawieszamy na nim wahadlo matematyczne. Jego dlugosé powinna by¢

dwa razy wicksza od §rednicy krazka uiytego do wykreélania lukéw cykloidy.
Tak przygotowana plytke z wahadlem zawieszamy w plaszczyénie pionowej

na dwéch gwoidzikach. Teraz mozemy przystapié¢ do badania izochronizmu
naszego wahadla cykloidalnego. W tym celu powtarzamy w poprzednio opisany
sposdb pomiary okresu. Wykonujemy je dla coraz to wiekszych amplitud
zaczynajac np. od okolo 10° i przy kazdym nastepnym pomiarze zwiekszajac
amplitude o kolejne 10°. Dla kaidej z amplitud obliczamy éredni okres z kilku
pomiaréw i poréwnujemy otrzymane wartoéci. Jaki wniosek mozemy stad
wyciagnal? I na koniec jeszcze jeden problem. Jaka linia jest torem, po ktérym
porusza si¢ obciagnik naszego wahadla cykloidalnego konstrukeji Huygensa?
Jaka zalete ma to wahadlo w poréwnaniu z innym wahadlem cykloidalnym
sporzadzonym z kuleczki staczajacej sie po rynience w ksztalcie odwréconej
cykloidy (rys. 5)7



