bylo juz zadnych probleméw — mégl
przebywad jak dlugo chcial. Pracowalismy
razem. Landau byt jeszcze bardzo mlodym,
ale juz bardzo sumiennym fizykiem.

Kiedy pojawiala sie jakad praca, ktéra

go interesowala, nie czytal jej, lecz od

razu sam przeprowadzal rachunki. I jesli
zgadzaly sig one z tym, co tam napisano,
uwasal prace za dobra. Lubil wszystko
systematyzowad. Na praykiad, podzielit
fizyléw na kilka klas: do pierwsze

weszli Bohr, Sommerfeld; Einstein byt

w specjalnej klasie, sam jeden. Siebie
Landau skromnie umiedcil w drugiej klasie.
W taki ,systematyczny” sposéb odnosil sie
réwnies i do innych spraw.

Landau bardzo nie lubit brody, méwil,

ze to przezytek czaséw wiktoriafiskich,
zwhaszcza u mlodych ludzi. Byl wérdd

nas fizyk, ktéry nie nosit brody, lecz

mial bardzo dlugie bokobrody. Landau
réwnies i to uwazal za burzuazyjne

i zadzwoniwszy do jego Zony spytak:
wKiedy Pani przekona meza, by zgolil te
fmieszne bokobrody?”. Utrzymywal, ze na

Zachodzie, w Zurychu, jest wigeej brodaczy

niz w Rosji, w Leningradzie. Zalozylismy
si¢ i policzylimy, ilu brodacay spotkaligmy
na ulicy. Potem, kiedy przyjechalem

do Leningradu, przeprowadszilismy

podobne obliczenia i stwierdzilismy,

ze w Leningradzie bylo wiecej brodaczy.
Wygralem zaklad, a Landau prébowat
tlamaczy¢ to tym, Ze trwaka kolektywizacja
i wielu chlopdw przencsilo sie do miasta.

Landau byt przekonany, ze tylko mlodazi
teoretycy moga dokonaé wartodciowych
odkryé. Co prawda, zmienit péiniej
zdanie. Kiedyd w rozmowie padio nazwisko
pewnego teoretyka, o ktérym Landau

nie slyszal. Dowiedziawszy sie, e ma on
27 lat, powiedziak: ,, Taki mlody, a jus taki
nieznany!”.

Oprécz Landaua byli w Zurychu réwnies

i inni, wéréd nich George Gamow. Gamow
byt juz wtedy wybitnym fizykiem, ale
mial teZ ogromne poczucie humoru

i uwielbial wezelkie dowcipy. Kiedyd
poszlismy w géry i trafili§my na szcayt

o dosé interesujacej nazwie. Tam Gamow
wyciagnal z kieszeni kartke papieru - byt
to list do Nature o jakiejs reakcji jadrowej,
ktérego jeszcze nie dokonczyl. Gamow
usiadl na wierzcholku géry i konczyl

swoéj list. Napisawszy ostatnie linijki,
umiedcil pod nimi nazwe szcaytu, gdzie
byly one napisane i zlozyt podziekowania
fowarzyszom wyprawy za stworzenie
mozliwodei popracowania tamze.

... W owych czasach, zupelnie tak jak
teraz, fizycy lubili podréiowad, jez’dzic’, na

Twierdzenie Liouville’a

Wiadystew NARKIEWICZ

1. Wiele rezultatéw teorii liczb usyskuje sie metodami
elementarnymi, bez uiywania §rodkéw tzw. wyzszej matematyki.
Sa jednakie dzialy tej teorii, w ktérych uzycie metod analitycznych
lub algebraicznych znacznie upraszcza rozumowanie, a czasem
pozwala na uzyskanie wynikéw niedostepnych dla metod
elementarnych. Przykladem takiego wyniku jest twierdzenie

G. Faltingsa, ktére pokazuje m.in., ze przy ustalonym wykladniku n
réwnanie Fermata z™ + y" = 2" moze mie¢ jedynie skoriczenie wiele
rozwigzal z, ¥, z nie majacych wspélnego dzielnika wiekszego od 1.

Czasem zupelnie proste fakty analityczne prowadza do ciekawych
wynikéw. Podamy tutaj zastosowanie jednego z najprostszych
twierdzen analizy.

Twierdzenie o wartodci éredniej J.L. Lagrange’a. Jesli f(z)
Jest funkcjq okreslong w pewnym przedziale © majaca tam ciggiq
pochodng f'(z), to dla kazdej pary A, B résnych liczb tego przedziatu
istnieje taki punki ¢ lezgey miedzy A 1 B, e zachodzi réwnosdé

f(B)*f(A) gt
“‘W*f(c)-

2. Skorzystamy z tego twierdzenia przy dowodzie twierdzenia

J. Liouville’a dotyczacego przyblizania liczb algebraicznych przez
liczby wymierne. Rozpoczniemy od definicji liczby algebraicznej:
liczba a nazywa sie liczbq algebraiczng, jesli istnieje niezerowy
wielomian o wspélczynnikach catkowitych, ktérego jednym

z plerwiastkéw jest liczba ¢. Najmniejszy ze stopni takich
wielomiandw nazywamy stopniem liczby a.

I tak, na przyklad, kazda liczba wymierna jest liczba algebraiczna
stopnia 1, liczby /2, /3, (14 +/5)/2 sa liczbami algebraicznymi
stopnia 2, a liczsba {/2 jest liczba algebraiczna stopnia n.

Kazda liczba rzeczywista da sie przyblizy¢ z dowolna dokladnoscia
przesz liczby wymierne. Jest jasne, ze cheac uzyskaé dobre
przyblizenia danej liczby niewymiernej nalezy uzywad liczb
wymiernych o coraz wigkszych mianownikach. W przypadku

liczb algebraicznych to banalne spostrzezenie mozna sformulowad
w sposéb bardziej konkretny.

Twierdzenie Liouville’a. Jesli a jest niewymierng rzeczywistq
liczbq algebraiczng stopnia n, to istnieje taka stala Cla) > 0 zalezna
Jedynie od liczby a, Ze dla dowolnych liczb calkowitych p, q zachodzi
nierdwnodé:
p
a_ _——
q

1 . Cla)
po

Dowdéd. Oznaczmy przez

FIX) = as XF 4 an s X% Lo . oy
wielomian stopnia 7 o wspélczynnikach calkowitych, ktérego
pierwiastkiem jest a. Zauwazimy, ze pochodna f'(X) nie moze
znikad w punkcie a, gdyz jest ona wielomianem stopnia mniejszego
od n. Wynika stad, ze w pewnym przedziale I = [a — d, a + d],
zawierajacym a, pochodna ta jest rézna od zera, a ponadto jej



wartoéé bezwzgledna jest tam ograniczona przez, powiedzmy,
licgbe M. Zatem dla z € I mamy

0<|f'(z)| < M.
Zauwazmy, ze a jest jedynym pierwiastkiem wielomianu f{X)
w przedziale I, gdyz gdyby b byt innym jego pierwiastkiem,
to stosujac twierdzenie o wartodci éredniej do liczb a i b
otrzymalibyémy punkt ¢ € I spelniajacy f'(c) = 0.

Niech teraz r = p/g (p, g — calkowite) bedzie liczba wymierna.
Rogpatrzymy dwa przypadki, w zaleznoédci od tego, czy r leiy w I,
czy tez nie. Jesli r € I, to stosujac twierdzenie o wartodci éredniej
do wielomianu f(X) oraz punktéw A = r, B = a otrzymamy,
korzystajac z tego, ze f(a) = 0, réwnodé

fr) = 7'{e)(r —a),

przy czym c lezy miedzy a i, wiec nalesy do przedzialu I. Zatem

_ 1) ] £
|r —a| = ) > M
Poniewaz
flry=f (E) _ Gap™ A+ Gn—1P""1g+ ...+ apg” ,
q q"

a licznik tego ulamka jest niezerowa liczba catkowita, zatem
otrzymujemy |f(r)| > 1/¢™, a wiec

r—al > =
r—a .
Mgn
Jeslizas r & I, to
|r—al>d> i
q'ﬂr

Przyjmujac teraz za C'(a) mniejsza z liceb d i 1/M otrzymujemy teze

twierdzenia. m

Podany dowdd pozwala jawnie wyznaczyé wielkosé C{a). I tak,

na przyklad, bez trudu otrzymujemy, e w praypadku a = /2
mozemy prezyjaé d =0,1, M = 3, a wiec € = 0,1 i widzimy, Ze jesli «
liczba p/q jest przyblizeniem wymiernym /2, to

il o

gl ™ 10g%°

3. Liczby, ktére nie sa algebraiczne, nazywaja sie liczbama
przestepnyme. Takimi liczbami sa, na prazyklad, liczby 2\/5, 7 CTY
tes liczba e, zdefiniowana jako suma szeregn

=1
nz:; n!’
ale dowdd tych faktéw nie jest latwy. Sprawdszenie, czy konkretna
liczba jest algebraiczna czy przestepna, jest na ogdt bardzo trudne.
I tak, na przyklad, nie wiadomo, czy liczba e + 7 jest przestepna.
Twierdzenie Liouville’a pozwala na prosta konstrukeje liczb
przestepnych. Sam Liouville zauwaiyl, Ze suma 5 szeregu

(==}

o 1
P gn!
n=1

Jest liczba przestepna. (Byl to pierwszy przyklad takiej liczby.) Oto
jego rozumowanie.

Praypuéémy, ze S jest liczba algebraiczna 1 oznaczmy przesz n jej

%, T
S,FZF
=1

stopier. Suma czesciowa

-\l

konferencje, sesje. Co prawda, przejazdy
nie byly wtedy finansowane, dlatego

jakie czesto trzeba bylo siedzieé calg noc
w kacie wagonu kolejowego trzeciej klasy.
Ale kiedy otrzymalem zaproszenie na
zjazd Towarzystwa Fizycznego w Odessie,
to wtedy, przynajmniej w granicach ZSRR,
jefdzilem w komfortowych warunkach

jako godé. Zaprosilt mnie tam Jakow Iljicz
Frenkel, ktéry przeczytal moje prace.

Jednym z ulubionych miejsc, do ktérych
sie jeddzilo, byta Kopenhaga, gdzie
pracowal Niels Bohr. Byl to nadzwyczajny
czlowiek. Bohr nie chcial obrazac Iudzi,
ale jednoczesnie nie mdégt pozwolié,

by méwiono cokolwiek, co przeczyloby
prawdzie. Iz tych dwu cech oftrzymywalo
gie osobliwe polaczenie. Oto pewnego

razu Bohr powiedzial: , Nie méwie tego,
by krytykowad, ale to zupeine brednie”.
Innym razem powiedzial jeszcze, Ze jasnosé
i prawda to dopelniajace sie pojecia

i rzeczywiscie w swoich pracach najbardziej
zblizyl sie do skraju prawdy.

Proces pisania prac u Bohra byt dosé
skomplikowany. Zaczynal sie od tego,

ze Bohr dyktowal, a ktos z gosci byt
zobowiazany wszystko zapisywaé. Potem
zaczynalo sie poprawianie, zmieniano
zwroty, tak by wszystko, co napisano,
bylo bezwarunkowo prawdziwe. Zmian
bylo sporo, strony przepisywano wpierw
recznie, potem na maszynie, po czym znoéw
nastepowalo poprawianie, itd. W koiicu
prace wysylano do publikacji w pismie
Duriskiej Akademii Nauk, gdzie prace
Bohra, z oczywistych wzgleddw, byly
bardzo cenione. Po czym zndéw zaczynala
sie praca nad korektami, ktorych liczba
niekiedy dochodzila do szesnastu.

. Naturalnie, Bohr mial taki stosunek nie

tylko do stéw. Kiedys przyszedi obejrzed
nowy budynek, budowany dla instytutu.
Mistrz, ktéry go swietnie znal, méwi:
,Profesorze Bohr, widzi Pan te éciane?
Jedli chce Pan ja znowu przesunad,

to niech si¢ Pan szybko decyduje, bo za
trzy godziny beton zastygnie”.

Bohr, jak nalezalo si¢ tego spodziewad

po profesorze, byt dosé¢ roztargniony.
Pamietam, ze w czasie dyskusji przez
caly czas palil cygara. Pali — 1 nagle pyta,
czy ktod ma zapatki. Daja mu zapatki.
Usituje zapali¢ cygaro nie przerywajac
rozmowy, co jest doéé trudne. Potem
chowatl zapalki do kieszeni, a po pieciu
minutach znowu zadawal to samo pytanie
i wazystko zaczynalo sie od poczatku.
Diugo przechowywalem okopcony kawalek
kredy: on w jakid sobie tylko wlasciwy
sposdb trzymal cygaro i krede w jedne]j
rece.




jest liczba wymierna, ktdra rnoisna.‘zapisaé w postaci S = ax/2¥,
przy czym ay jest dodatnia liczba calkowita. Mamy przy tym

W tym czasie zaczely sie nieprzyjemnosci §£
w Niemczech i w Kopenhadze dyskutowano |

nie tylko o fizyce, ale i o tym, jak 4 8|1 1 1 1

znaleié prace dla uczonych z Niemiec (5 — S| = z 5 < P ( -+ 2 + 22 + .. ) )
i Austrii. Dla uczonych w ogéle byt to - i=k+1 - '

czas nielatwy. Trwal kryzys ekonomiczny, [ a zatem

uniwersytety nie powiekszaly sie i miejsce (1) 18 — Su| < 2

zwalnialo sie, gdy ktod odchodzil na : k| < o(k+1) "

emeryturg albo umieral. Rozprawa | Korzystajac z twierdzenia Licuville’a otraymujemy natomiast

doktorska zupelnie nie zapewniata mieisca C
pracy w badaniach naukowych. Bylem  (2) |8 — 8| 2 —=,
wtedy przez rok stypendysta fundacji : L
Rockefellera i moglem, wyjezdzajac

z Zurychu, polowe czasu spedzié w Rzymie, &

gdzie C jest pewna stala dodatnia i z poréwnania wzordw (1) 1 (2)-
wynika nieréwnosé

a druga polowe w Cambridge. Przede 2 C

mna uczynil tak Hans Bethe, ktéry zime 9{k+1)! = 9gnkt’

spedzil w Cambridge, a latc w Rzymie. ¥ prowadzaca do

Postapitem na odwrdt i do dzisiaj vwazam, § ; )

: : : i gh!ik+1-n) » “

ze znalazlem lepsze rozwigzanie. So

W Rzymie mialem okazje spotkaé sie : ktéra dla dostatecznie duzych k jest falszywa, gdyz jej lewa strona
z Enrico Fermim, ktéry réwniez byl | dazy do nieskoficzonoéci przy wzrodcie k. Otrzymana sprzecznoéé

wybitnym fizykiem. Pytany o jakis | pokazuje, 7e liczba S jest przestepna.
problem prawie zawsze zdejmowal
z polki ksiazke, gdzie problem ten
byl juz rozwiszany. Przewainie byly
to proste sprawy — Fermi nie lubil

skomplikowanych zadafi. Ale tu powstaje Zadania
pytanie: co nazywaé prostymi zadaniami? § o .
Czy nie stawaly sie one proste dopiero - Redaguje Pawel STRZELECKI

wtedy, gdy Fermi je rozwiazal? M 655. Niech n badzie liczba naturalna, d zaé — dzielnikiem liczby 2n°.

Najwicksze wrazenie zrobit na mnie Fermi Udowodni¢, ze n”® -+ d nie moie byé kwadratem liczby naturalnej.

péiniej, jut w Los Alamos, w czasie prac || Rozwiazanie na str. 10 .
nad bomby atomows. Wazyscy, naturalnie, 8 g g56. Udowodnic, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych T
cheiell wiedzied, jaka jest moc bomby. (7 =1,2,...,n) zachodzi nieréwnosé ;

Aby jg wyznaczyé, mielimy mndstwo ’ "

aparatury, ale potrzebny byl réwniez : Z cos(Tx — Tj) > 0.

i pewien czas. A Fermi przygotowal male & N
kawaleczki papieru i, kiedy dotarla do nas

fala uderzeniowa, wypuscit te kawalki. § Rozwiazanle na str. 16

Z odleglodci, na jaka polecialy, potrafi
doéé szybko wyznaczyé moc wybuchu. Nie
wiem, co wtedy bardziej mnie zdumialo:
idea metody czy to, ze dokladnie okreslit
moment, kiedy trzeba bylo puscié¢ papierki.
Jestem pewien, ze na jego miejscu albo
wypuscitbym je zbyt wezesnie, albo w ogdle
zapomniatbym je wypuscié. Redaguje Jarostow KULPA

k=1

M 657. Pewien profesor matematyki napisat na tablicy wielomian f(z)

o wspotezynnikach catkowitych i powiedzial: ,Jesli do f podstawimy

w miejsce z wiek mojego syna, ktéry wlasnie skorczyl a lat, to otrzymamy
réwnoéé f(a) = a. Ponadio f(0) = p jest liczba pierwsza wigksza od a”.
Ile lat ma syn profesora?

Rozwiazanie na str. 12

Po Rzymie, jak juz powiedzialem, F 349. Stalowa igle moina poloiyé na powierzchni wody w taki sposéb,
pojechalismy z Zona do Cambridge, aby nie tonela. Obliczyé maksymalna, érednice igly, dla ktére] moiliwy jest
gdzie najbardziej interesujacy byt . jeszcze ten efekt. Napiecie powierzchniowe wody wynosi ¢ = 0,072 N/m,
kontakt z Paulem Dirakiem. Dirac gestodé stali p = 7900 kg/m?®, gestodé wody pw = 1000 kg/m®.

~ byt bardzo uprzejmy i odnidst si¢ do Rozwiazanie na str. 10
nas z wyjatkowa godcinnodcia. Nie
mieli§my samochodu i on, wiedzac o tym,
wozil nas swoim, z ktérego byt bardzo
dummny. 2a,rtowa.no,'2e Dirac-kierowca ma
szczegdlng ceche: predkodé jego samochodu
przyjmowala tylko dwie wartodci — zerowsa
i maksymalna,.

F 350. Ocenié szerokoéé dysku planetarnego, z ktérego mégt powstacd
uktad Ziemia—Ksiezyc. Zalozyé, Ze rzut wlasnego momentu pedu ukladu
Ziemia—Ksiezyc na of prostopadls do plaszczyzny ekliptyki nie zmienil
sie w czasie istnienia ukladu. Masa Ziemi M = 6,0 - 10%* kg, promieri
Ziemi R = 6,4 - 10° m, masa Ksieiyca m = 7,4 - 10%? kg, érednia odleglosé
Ziemia—Ksigzyc r = 384 tys. km, nachylenie osi ziemskiej do plaszczyzny
ekliptyki ¢z = 23°, nachylenie orbity Ksiezyca do plaszezyzny ekliptyki
Dirac zawsze dziwil swoimi osobliwymi b = 5°.

reakcjami. Jednakze jedli potem sie je Rozwiazanie na str. 11

—



