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Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,

Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kasdy moze nadsylaé rozwiazania zadail z numeru n w terminie do korica miesiaca

n 4+ 3. Szkice rozwiazafi zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania
caterech, traech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), mo#na to robid

co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematykii z fizyki nalezy
przesylaé w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub

Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Ocene¢ mnoiymy
przez wspblczynnik trudnodci danego zadania: WT =4 — 35/N, gdzie § oznacza sumg

ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére nadeslaly rozwiazanie choéby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw otrzymuje

Termin nadsylania roawiazaii:
30 IV 1993

nadsylajacy. Po sgromadzeniu 44 punkiéw, w dowolnym czasie 1 w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktdéw jest zaliczana

do ponownego udzialu. Trazykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazai

Szeregdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1992.

sadatt 230 (WT=2,40) i 240 (WT=1.43) Redaguje Marcin E. KUCZMA

% numeru 4/1992

Marek Prauza - Poraj 42,43
Mikolaj Rotkiewicz— Warszawa 40,17
Leszek Gasifski — Stalowa Wola 35,52
Marcin Kasperski - Warszawa 35,28

Rozwiazanie zadania M 657.
Zauwadmy, Le

flz)=a-gl=)+ F(0) ==-glz) +p.
cayli

a= f{a)=a-gla) + p-

Stad wynika, e licaba’ pierwssa p dzieli
sig¢ ben resaty prres a, natem, agodnie
» warunkiem p > a, mamy a = 1.

plaszcryzny oznaczimy proe:

Przypominamy tresé zadai:

Zadania z matematyki nr 253, 254

253, Dane sg liczby caltkowite ¢ > 1, k > 0, m > 3, przy czym m jest dzielnikiem
liczby a®® + 1. Dowiesé, e m > 2811

254, Wyznaczyé wszystkie funkcje ciaglte f: R — R spelniajace réwnanie

fe+9) = 1@ (5 +3)

dla z,ye R\ {0}.

Zadanie 254 zaproponowat pan Henryk Kornacki z Augustowa.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 9/1992

2485. Dla dowolnego sbioru H = {Py,..., Pr} zloionego z siedmiu réanych punktbw
aH) miare najwickszego kata wypuklego 4 P; P; Py
zyé kres dolny wartodei a(H), gdy H przebiega rodzine wszystkich

® (gl € {ose s 7}). Ot
siedmiopunktowych podzbioréw plaszcayzny.

2486. Wyznac

— raeczywist)

1 réwnania

245. Wykasgemy, ze dla kasdego zbioru H = {Py,...,P7}
zachodzi nierdwnodé o H) > 120°. Jedli punkty Py, ..., Pr

sa wierzcholkami siedmiokata wypuklego, to maksymalny

kat wewnetrzny ma miarg nie mniejsza niz 1/7 sumy miar
wszystkich katéw wewnetrznych. Suma ta wynosi 5 - 180°,

wiec w tym przypadku a(H) > (5/7) - 180° > 120°. Jesli
punkty Py,..., Py nie sa wierzchotkami siedmiokata wypukiego,
to pewne k punktéw (3 < k < 6) sa wierzchotkami k-kata
wypuklego, zawierajacego pozostate 7 — k punktdw w swoim
wnetrzu. Dzielimy ten k-kat na tréjkaty przekatnymi
wychodzacymi z jednego wierzchotka. W ktéryms

z otrzymanych tréjkatow (wewnatrz lub na brzegu) znajdzie sig
pewien punkt P;; jeden z bokéw tego tréjkata jest widoczny

z punktu P; pod katem 2> 120°. Zatem i w tym przypadku
a(H) > 120°. (Prowadzac nieco staranniejsza analize moéna
wykazaé, e zawsze zachodzi ostra nieréwnosé a(H) > 120°.)
Rozwazmy teraz takg konfiguracje: P1PaP3PyPsPg jest
szedciokatemn wypuklym o wszystkich katach wewngtrznych
réwnych 120° i takim, ze |P1 P3| = |PsPs| = |[PsPs| = a,

|PaPs| = |[P4Ps| = |PeP1| = b < a; punkt Py lezy na przecieciu
osi symetrii szedciokata. Dla zbioru H = {Py, ... , P;} miara
a(H) = |4 P; PrPa| = |4 P2P7 Ps| = |4 PaP; Pg| bedzie dowolnie
bliska 120°, jesli stosunek a/b bedzie dostatecznie duzy. Stad

wynika, ze szukany kres dolny wynosi 120°..

-
I

vé w naleinodci od stalych raeczywistych a, b licabe réinych pierwiastkdw

o B Y baz—i-a{afbj] = 0.

246. Dany wielomian jest iloczynem tréjmianéw kwadratowych
P(z) =z +bz—a i Qz)=z%-bz+b? -a
o wyrégnikach
(1) Ap = 4a+ b2, Ag = 4a — 3b%;
znaki wyrazen (1) determinujg liczebg pierwiastkéw
rzeczywistych kaidego z tych tréjmiandw. Przypusémy teraz,
ze P i @ maja wspdlny pierwiastek zg. Wowczas %2 +bro = a,
:n% — bzp = a — b2, skad przez odjecie oraz dodanie stronami:
2bzg = b2, 222 = 2a - b2,

Dostajemny alternatywe
(2) (b=0, a=23>0) lub (z0=>5/2, 4a=3b?).
W przypadku, gdy parametry a i b nie spelniaja zadnego
ze zwigzkdw figurujacych w (2), odpowiedé na postawione
w zadaniu pytanie wynika wprost z analizy znakdw wyragen (1).
Gdy natomiast liceby a, b spelniaja pierwszy lub drugi
zwiazek (2), réwnanie przybiera odpowiednio postad

(z2=a)2 =0 lub ((z+(6/2))% - b?)(=z — (b/2))* = 0.
W kaidym preypadku dalsza analiza jest oczywista.

Reasumujac, uzyskujemy odpowiedé: liczba réznych
pierwiastkéw rzeczywistych réwnania P(z)Q(z) = 0 wynosi:
4 gdy 4a>3b%>0,
2 gdy —b®<4a<3?lubb=0<agq,
1 gdy 4a+b% =0,
0 gdy 4a+b% <0.




Crolédwka ligi nadaniowe]j
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadanl 137 (WT=3,33) i 138 (WT=2,50)
z numeru 4/1992

Pawel Perkowski - Szczecin 41.86
Tomasz Wietecha — Tarndw 22,47 s
Przemystaw Gworys - Czagstochowa 21,48
Andrze] Nowogrodzki— Choclandw 19,01
Darinsz Wilk —~ Rzeszdw 17.76

Redaguje Jerzy B. BROJAN

Zadania z fizyki nr 151, 152

151. W obwodzie LC {bez oporu) wystepujs drgania elektromagnetyczne. Czy mozna
zwiekszy¢ ich amplitude:

a) zblizajac i oddalajac w odpowlednich momentach oktadki kondensatora?

b} wsuwajac miedzy okladki i wysuwajac piytke z dielektryka?

¢) zblizajac i oddalajac zwoje cewki?

d) wsuwajac do wnetrza cewki | wysuwajac magnes staty?

Jedli tak, to w jakich momentach trzeba wykonywad opisane wyzej ruchy, aby wzrost
amplitudy byt najwiekszy?

152. Przednia i tylna o8 motocykla sa odlegic o d = 1,4 m, promien kot

wynosi r = 0,4 m, a wspdlczynnik tarcia cpon o jezdnie jest réwny f = 1. grodek
masy motocykla wraz z motocyklista, znajduje sie w jednakowej odleglosci od obu osi
na wysokosci k = 0,8 m nad zlemia. Obliczy¢ minimalna droge hamowania motocykla
jadacego z predkoscia poczatkowa » = 60 km/h, jesli

a) uzywaé tylko tylnego hamulca,

b) uzywaé tylko przedniego hamulca,

c) uzywad obu hamulcdw.

Mase k6t pominaé. Przedyskutowad optymaing (1 bezpieczna!) metode uiycia
hamuledw, w zaleinodcl od wartodel danych.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 9/1992

Przypominamy tres¢ zadan:

148. W duzyu: zbhiorniku v woda na duze
linii proste] w jednakowych odstepach umieszezono kottedwki
trzech rurek doprowadzajacych lub odprowad

Wydajnodé frédla A wynosi +1,

42
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Rys. 3. Przeplyw wody przy bardzo
malym poborze w B.
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Rys. 4. Przeplyw wody przy wickszym
poborze w B.

-j gleboko

a wydajno$
+2. Jaka jest maksymalua warto$é pabo
i, pray ktérej czerpana woda bedaie w ¢

ne praeplyw j

dziecko mone:
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podkurczaé nogi

144. Kolysaac sic na hudtawee

1. siedzac wysuwad 1

fci wadlnz

1o praodu
do tylu gbriuy cnesé ta, lub na odwrdt
1o przodu (rys. 1).
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ajacych wode.
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2. stojac prayvkucaé (rys.
W ktérych momentach dziecko powinno wykonyw:
wyiej ruchy, aby rozkolysaé si¢ moeniej? Czy ruchy te moga
dzi¢ kolysanie, gdy huftawka poczatkowo spoczaywala, cay
wicksuyé amplitude wahail pechnietej huftawki?

Y.

oplsane

a i pochodzif

est stacjonarny
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143. Prawa przeplywu cieczy majg identyczng postaé matematyczng, jak prawa elektrostatyki
— por. np. rownanie ciaglosci i prawo Gaussa. Wynika stad, ze w kazdym punkcie wektor
predkedei wody jest wypadkowsy (suma wektorows) trzech predkodel, jakie wystapily dla
doplywu lub odplywu przez tylko jedng z trzech rurek. Z kolei kazdy ze skladnikdéw sumy
mogna obliczyé ze wzoru

_Q r

T xyE?
gdzie @ — wydajnosé érédia (w m3/s), a 7 — wektor poprowadzony od Zrdédia do danego
punktu. Nietrudno przekonad sig (zob. rys. 3 i 4), ze jesli woda nie doplywa z A do B wzdiuz
odcinka AB, to tym bardziej nie doptywa okrezng droga. Nalezy wiec zbadad predkosé
przeplywu jako funkcje polozenia wzdluz odcinka AB
P 2
ulz)= — + =
'( ) 2 (1-z)2 (2-=z
gdzie z jest wspdirzedna polozenia (réwna O w punkcie A, 1 w B i 2 w C), p jest szukanym
poborem wody w B, a czynnik 4x dla uproszczenia pominigto. Woda z A doplywa do B
wtedy, gdy funkcja v(z) jest dodatnia na calym odcinku [0, 1]. Analiza numeryczna wskazuje,
ze jest tak dla p > 0,0044 - przy poborze mniejszym czerpana woda nie zawiera domieszki z A.

)2’

144. Rogpatrujac ruch przedstawiony na rysunku 1 najlepiej jest dla uproszczenia prazyjag,

e nie wystgpuje przy tym przemieszczenie srodka masy ciala (nogi ,réwnowaza sie” z gérna
czegdeig tulowia). Przy takim zalogzeniu ruch ciala wynika z oddzialywania yskretnego” migdey
cialem a hustawks — tzn. wystapi moment sily, podcras gdy calkowita sila oddziatywania
ciala na hustawke bedzie taka, jak w przypadku ciala nieruchomego. Pod wplywem tego
oddzialywania hudtawka cofnie si¢, gdy wyprostujemy nogi i odchylimy tutéw do tylu,

a przesunie sig dq przodu przy ruchu odwrotnym (w tym punkcie mozna tez powolaé sie

na zasadg¢ zachowania momentu pedu wzgledem punktu zawieszenia hustawki). Nalezy wiec
prostowad nogi i odchylaé do tylu tuléw w fazie, gdy hustawka odchylona jest do tylu (najlepiej
w okolicy maksymalnego wychylenia), a podkurczaé nogi i pochylaé si¢ do przodu podczas
wychylenia hustawki do preodu. Widzimy tez, ze t3 droga mozna rozkolysaé hustawke nawet
wtedy, gdy poczatkowo byta nieruchoma.

Alternatywna metoda rozwiazania jest zwrécenie uwagi na bilans energii, gdys wezrost energii
wahan moze nastapié tylko deieki pracy dsziecka. W drugim sposréd rozpatrywanych ruchdéw
nalegy podnosi€ si¢ wtedy, gdy nacisk stép na hustawke jest najwiekszy — czyli w punkcie
preejécia przes poloZenie pionowe, gdy do cigzaru dodaje sig sila odsrodkowa (oczywidcie,

ma to sens tylko wtedy, gdy hustawka jug si¢ kolysze). Opuszczaé sig nalesy zad wtedy,

gdy nacisk jest najmniejszy, czyli najmniejsza jest odebrana ta droga energia — zatem

w polozeniach skrajnych. Stosujac pedobne rozumowanie do ruchu na rysunku 1 mozna dojsé
do identycznych wynikéw jak poprzednio.
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