Srodek ciezkodéci w nieskorniczonodci

Niektére zadania geometryczne mozna szybko rozwiazad
stosujac pojecie drodka ciezkosdci uktadu punktéw.
Oto przyktad:

Zadanie 1. Na bokach AB, BC, CA trdjkata ABC
obrano punkty C', A', B' réine od wierzchotkdw. Niech
ke = AC'/C'B, ka = BA'/A'C, kg = CB’/B'A.
Wykazacd, Ze jedlt kakpkc = 1, to proste AA', BB', CC’
przecinajq sie w jednym punkcie.

Rozwiazanie. Przywiazmy w wierzchotkach A, B, C
tréjkata obeiagniki o ciezarach kg, kpkc, kakcka = 1.
Oznaczmy przez O drodek ciezkodci tréjkata ABC.
Punkt A’ jest érodkiem cieikodci punktéw B, C, zatem
prosta AA' przechodzi przez punkt O. Podobnie proste
BB' i CC’ przechodza przez punkt O, wiec proste AA',
BB', CC' przecinaja sie w jednym punkcie.

Przypomnijmy, ze $rodek

cietkosei O dwéch punktéw A 0 8
A, B o ciezarach a, b A

znajdujemy z zasady b
diwigni dwustronnej: G

a - OA=0b-0B.

Innymi stowy, punkt O dzieli odcinek (skierowany) AB

w stosunku b/a. Stowo ,skierowany” jest tu potrzebne,
bo kolejnoéé punktéw jest istotna: punkt O dzieli odcinek
skierowany BA w stosunku a/b.

Przywiazujac w punktach
plaszczyzny baloniki
zamiast ciezarkéw mozemy
rozwazaé réwnieg clezary
ujemne. Zasada diwigni
jednostronnej pokazuje, jak

v B
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znalezé §rodek ciezkodci, jesli punkty maja ciezary

o przeciwnych znaxach. W tym przypadku punkt O dzieli
odeinek skierowany AB w stosunku b/a < 0. Jest to
zgodne z konwencja, ze stosunek podzialu odcinka jest
ujemny, jezeli punkt podziatu lezy na zewnatrz odcinka.
Dla celéw praktycznych dobrze jest pamietad, ze érodek
ciezkosci lezy blize] punktu, ktérego ciefar ma wieksza
wartodé¢ bezwzgledna. A co sie stanie, gdy a +b =07

Na rysunku ponizej uktad z lewej strony zawsze bedzie

w réwnowadze, kazdy punkt moze by¢ drodkiem cieikosei.

a : a
B

A
b a+b=0 b

Galeria Jednego Cytatu

k-

Podejscie Leibniza zostalo skutecznie wyeliminowane
przez dwdch osobnikéw, z ktérych jeden nazywal sie
EPSILON, a drugi DELTA.

(z wykladu o analizie niestandardowej)

W tym przypadku uznajemy, ze érodek ciezkosci jest
nieokredlony. Z kolei uklad z prawej strony nigdy

nie bedzie w réwnowadze, zatem srodek ciezkosdci nie
istnieje. Zauwaimy jednak, Zejeslia # —b, b#01ia
dagzy do —b, to srodek ciezkosci lezy na prostej AB

i oddala sie do nieskoriczonodci. Diatego przyjmiemy,
ze w przypadku, gdy a + b =01 b # 0, érodek ciezkodci
lezy w punkcie w nieskornczonodci, wyznaczonym przez
kierunek prostej AB. ’

Przypadek, gdy srodek ciezkosdci lezy w nieskonczonosci,
réwniez moze byé pozyteczny. Zilustrujemy to na
przykladzie zadania z XXII Olimpiady Matematyczne].

Zadanie 2. W trijkgete ABC o bokach rozney dlugoses
punkt B4 jest obrazem symetrycznym punktu B wzgledem
dwusteczne; kgta A. Podobnie defintujerny punkty Ap, Ac,
Ca, Bc 1 Cg. Wykazad, ze proste ApBa, AcCa 1 BoCr
sg réwnolegle.

Rozwiazanie. Oznaczmy dlugosdei bokdéw tréjkata przez
a=BC,b=CA, c = AB. W wierzcholkach A, B, |
C umieszczamy ciezary a(b —¢), b(c — a), c(a — b).
Zauwaimy, ze cieiary punktéw sa niezerowe, a ich

suma wynosi zero. Srodek ciezkosdcei trojkata lezy

zatem w nieskoficzonoédci (Srodek ciezkosci trzech
niewspdtliniowych punktéw o niezerowych ciezarach

nie moze by¢ nieckreslony). Rozbijmy teraz uklad |
na dwie czedci U, V': uklad U sklada sie z punktu A ‘
o ciezarze a(b — ¢) oraz punktu € o ciezarze ac, zad

uklad V' 2z punktu C o ciezarze —be oraz punktu B

o ciezarze b(c — a). Z definicii punktu B4 wynika, Ze jest

on érodkiem ciezkodci uktadu U. Podobnie punkt Ag jest
érodkiem ciezkosci uktadu V. Zatem prosta Ap B4 musi
przechodzié przez drodek ciezkosdci tréjkata. Podobnie

jest z prostymi B Cp oraz Ca A, Nasze trzy proste

przecinaja sie zatem w nieskoniczonodcl, sa wiec réwnolegle.

Czy jednak rozwigzania wykorzystujace srodek ciezkoscl
w nieskoniczonosci sa poprawne? Okazuje sie, Ze mozna
te metode latwo uzasadnié za pomoca geometrii rzutowej

— ale o tym kiedy indziej. Piotr KOBAK
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