
Czy zawsze jest tak latwo? Co, na przyklad, jest analogonem trójkata
równobocznego? Wszak trójkat równoboczny mozna definiowac przez równosc
dlugosci boków lub ich.przystawanie, lub mozna powiedziec po prostu, ze kazde
dwa jego wierzcholki sa w jednakowej odleglosci. Zatem, czy odpowiednikiem
trójkata równobocznego jest;
czworoscian foremny - krawedzie jednakowej dlugoscij
a moze

czworoscian równopolowy- sciany o tym samym polu;
lub tez
czworoscian równoscienny - sciany przystajace?

Ponizszy tekst to relacja z wedrówki po górach (swiecie trójwymiarowym)
typowego czlowieka z równin (plaszczyzny). WciaZ zdziwiony rozglada
sie wokolo; to bywa zaskoczony nie spotykanym dotad widokiem, to znów
dostrzega swojskie krajobrazy, dobrze mu z równin znane. Nie wszedzie potrafi
sie wdrapac, czasem zawraca z obranej drogi, ale nie tyle zdobyte szczyty,
co mozliwosc podgladania tego nie znanego mu swiata i trud wspinaczki
sprawiaja mu prawdziwa radosc.

A mówiac zupelnie powaznie - zajmiemy sie poszukiwaniem analogii miedzy
geometria dwu- i trójwymiarowa. Twierdzenia geometrii "plaskiej" przekladac
bedziemy na twierdzenia "przestrzenne" i zbadamy, czy sa prawdziwe. Tylko
ja,k dokonac tego przekladu? Jak budowac analogie miedzy swiatem dwóch
i trzech wymiarów? Mozliwosci jest wiele. Wybierzemy te, które sa najbardziej
naturalne. Na przyklad, gdy pomys1imy o rzucie przestrzeni na ustalona
plaszczyzne, to na ustalony punkt jest przeksztalcana prosta, podobnie
odpowiednikiem prostej jest plaszczyzna. No tak, ale w ten sposób dla kola
otrzymamy w przestrzeni taki nieskonczony walec, który trudno uznac za dobry
analogon. Kazdy przeciez powie, ze trójwymiarowym odpowiednikiem kola jest
kula. W sposób równie oczywisty szescian uznany zostanie za odpowiednik
kwadratu, objetosc za odpowiednik pola, trójkatowi zas zapewne przypisany
zostanie czworoscian.

Wedrówki
Malgorzata MIKOLAJCZYK,
Krzysztof OMILJANOWSKI

Zamiast dyskutowac, które okreslenie jest najlepsze - zbadajmy zaleznosci
miedzy nimi. Rysunek1pokazuje oczywiste zawierania zbiorów tych
czworoscianów, ale czy wszystkie zawierania sa wlasciwe? Rysunek 2
przedstawia poszukiwana siatke nieforemnego czworoscianu równosciennego.
Drobna dyskusja dajex = c, y = b, z = a, a twierdzenie Talesa pozwala
poprawic rysunek (rys. 3). Ale czy z tego zawsze da sie skleic czworoscian?
Spróbuj! (Uwaga: czasem to bywa klopotliwe - rys. 3a). A czy potrafisz
wskazac czworoscian równopolowy nie bedacy równosciennym ? Na rysunku 4
jest przedstawiona siatka jednego z takich czworoscianów.

Czy pamietasz zadanie o trzech patyczkach na plaszczyznie? Kiedy mozna
z nich ulozyc trójkat? Spróbujmy analogicznie sformulowac problem szesciu
patyczków: kiedy mozna z nich zbudowac szkielet czworoscianu? To jest
chyba dosc klopotliwe, bo trzeba uwzgledniac rózne permutacje patyczków.
Wystarczajaco ciekawe wydaje sie pytanie przedstawione na rysunku 5.

Skoro potrafimy podac przestrzenny analogon trójkata i kola, zacznijmy
"tlumaczenie" twierdzen od tego o kole opisanym na trójkacie. To latwe:
"Na kazdym czworoscianie ..." itd. No tak, ale czy to twierdzenie jest prawdziwe?
.Tak, to nietrudne; przypomnijmy sobie dowód tego twierdzenia dla trójkata.
Kluczem bylo tam pojecie symetralnej pary punktówA, B - zbioru punktów,
których odleglosci odA i B sa równe. Takie samo okreslenie symetralnej
w przestrzeni daje plaszczyzne prostopadla do odcinkaAB, przechodzaca przez
jego srodek. Wystarczy tylko wiedziec, ze trzy parami nierównolegle

Rys. S. Punkty A, B, C tWOr?a trójkat.
Pozostale odcinki poruszaja sie
w przegubach. Kiedy uda sie polaczyc
punkty S i S'?

R) 2. a ~ b ~ c, a i' c.

Rys. 3a. Ten .,czworoscian" skleja sie
na plasko.

Rys. 3

Rys. l

A
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Rys. 7

Zatem znajomosc liczby wierzcholków tym razem nie wystarcza. Co jeszcze
musimy wiedziec o wieloscianie, aby jednoznacznie podac liczbe jego
przekatnych? Czym w ogóle jest przekatna wieloscianu? (Patrz rysunek 7.)
Przyjmijmy, ze jest ona odcinkiem laczacym wierzcholki, nie bedacym krawedzia
ani przekatna sciany.

Jesli wieloscian maw wierzcholków, k krawedzi i s scian takich, ze i-ta sciana
ma Pi krawedzi, to

pole = ~. obwód· r.
2

Dla czworoscianu i wpisanej wen kuli mamy analogicznie:

b· " 1 l"o Jetosc= - .po e SClan. r .3

Spróbuj przetlumaczyc "plaski" dowód tego faktu. A jak przetlumaczyc wzór
Herona? Czy jest prawdziwy?

Skoro byla juz mowa o symetralnych i dwusiecznych, zajmijmy sie srodkowymi.
Srodkowe w trójkacie to odcinki laczace wierzcholki ze srodkami (ciezkosci)
przeciwleglych boków. Przecinaja sie one w srodku ciezkosci trójkata dzielac
sie w stosunku 2:1. Czym beda srodkowe w czworoscianie? To pewnie odcinki
laczace wierzcholki czworoscianu ze srodkami ciezkosci przeciwleglych scian. Czy
przetna sie i tym razem w jednym punkcie? (Jesli tak, to punkt ten mozemy
smialo uznac za srodek ciezkosci czworoscianu.) Czy srodkowe beda sie dzielily
w jakims stalym stosunku? 2:1? A moze 3;1? Powspinaj sie chwile samotnie
i spróbuj znalezc odpowiedz.

Do tej pory bylo wspaniale; wszystkie nowe twierdzenia okazywaly sie
prawdziwe. Smialo wiec szukajmy dalej. Spróbujmy obliczyc liczbe przekatnych
wieloscianu; czy jest to w ogóle mozliwe? A moze zadanie jest tak proste jak
w przypadku wielokata na plaszczyznie, gdzie liczba przekatnych n-kata to:

n(n - 3)? W przestrzeni sprawa sie troche komplikuje. Dla tej samej liczby
2

wierzcholków wieloscianu mozemy uzyskiwac rózne liczby przekatnych. NiechPn

oznacza liczbe przekatnych wieloscianu on wierzcholkach. Dla kazdej liczby
parzystej n ~ 6 mozemy otrzymac:
Pn = O - w ostroslupie o podstawie(n - l)-katnej,

p. (n - 2)(n - 5) . l , .. aly l .. d .n = '"-----'---'----'-+ 1 - w WIeosclame powst m przez z eplenle po stawamI
2

dwóch ostroslupów o podstawie(n - 2)-katnej,

p. 1 (1) . l' d . 1 k .
n = - .n· -n - 3 - w gramastos Uple o po stawIe-n- atneJ.

2 2 2

plaszczyzny maja dokladnie jeden punkt wspólny. To bylo wlasciwie nie tylko
"tlumaczenie" twierdzenia, ale takze jego dowodu. Czy podobnie mozemy
postapic z twierdzeniem o kole wpisanym w trójkat? Czy w kazdy czworoscian
mozna wpisac kule?I to dokladnie jedna? Tak. Znowu daje sie "przetlumaczyc"
dowód z przypadku plaskiego. Dwusieczna bedzie teraz pólplaszczyzna
polowiaca kat dwuscienny miedzy dwiema' scianami czworoscianu.

Pamietasz pewnie, ze znajac promien r okregu wpisanego w trójkat latwo bylo
znalezc jego pole:

Zreszta te salllC klopoty 7.1l3UIY j U?,

dobrze z plas1.czY1.ny:

O------Q

A

C1.y Q jest. wierzcholkiem?
Czy p R jest krawedzia,?
Czy PQRSB jest sciana, piecio- czy
czworokat.na,?
Czy AB jest przekatna,?
A czy jest przekatna, A' B'?

Rys. 6 n = 8

Jesli rozwazamy nie tylko wielosciany
wypukle, to moga pojawic sie sytuacje
"klopotliw<," .

SA'
\

)--"
I ",_--"'6I

I
I

Rys. 8

pw = (;) - k - t Pi (pi - 3) .i=l
Jest to liczba okreslona jednoznacznie dla zadanych wartosciw, k, S, Pl,
P2, ... , P •. Czy jednak musimy az tak dokladnie znac wieloscian, by policzyc•
jego przekatne? Przeciezk i Pl, P2, ... ,P. sa zwiazane zaleznoscia2k = 2: Pi

i=l
- kazda krawedz jest wspólna dla dokladnie dwóch scian. Moze wystarczy znac
np. tylko liczbe wierzcholków, krawedzi i scian wieloscianu? Odpowiedz na to
pytanie jest, niestety, negatywna. Spójrz na rysunek 8 - oba wielosciany maja te
sama liczbe wierzcholków, krawedzi i scian, a rózna liczbe przekatnych.
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Romwlamanle madania M 661.
Warunek podany w zadaniu oznacza
(wobec ciaglo~ci g), ze albo dla
wszystkich x E R mamy nierównotfc

g(x) > x, albo dla wszystkich x E R
zachodzi g(x) < x. W pierwszym
przypadku g(g(x)) > g(x) > x dla
kazdego x ER, w drugim za~
odpowiednio g(g(x)) < g(x) < x dla
kazdego x E R.

Wzór Eulera dla wielo~cianów:

W-k+8=2.

Wiemy, ze .
k= ~ LPi

1=1

w-k+8=2.

Stad ..
w- ~LPdLl=2

1=1 i=1.
w - ~ L(Pi - 2) = 2

i=1 .
w = 2 + ~L(Pi - 2).

i=1

Zauwazylismy, ze jesli ustalimy liczbew wierzcholk6w wieloscianu, to mozemy
otrzymac rózne liczby przekatnychPw' Zapytajmy, jaka wartosc maksymalna
moze przyjmowacPw. Oczywiscie, przy ustalonej liczbie wierzcholków
maksymalna liczbe przekatnych uzyskamy, gdy zminimalizujemy liczbe krawedzi
i przekatnych scian. Na pewno tak bedzie, gdy z' kazdego wierzcholka wychodzic
beda tylko trzy krawedzie, a wszystkie sciany beda trójkatami. Zatem

k = 3;, bo z kazdego wierzcholka wychodza trzy krawedzie laczac dokladnie
dwa wierzcholki,

k = 3s, bo wszystkie sciany sa trójkatami i kazda krawedz jest wspólna dla
2

dokladnie dwóch scian.
Stad s = w i podstawiajac do wzoru Eulera otrzymujemyw = 4. Jedynym.
wieloscianem spelniajacym zadane warunki jest wiec czworoscian.
A co z pozostalymi?

Zauwazmy, ze zadanie, by wszystkie sciany wieloscianu ow wierzcholkach byly
trójkatami, juz d~kladnie wyznacza liczbe przekatnych (specyfikacja ksztaltów
poszczególnych scian jest do tego warunkiem wystarczajacym). Mianowicie,
liczba przekatnychP~ takiego wieloscianu jest funkcja liczby wierzcholk6w:

3s 3s
k = -, zatem w - - + s = 2, stad s = 2(w - 2) i

2 2

P~ = (~) - k = w(w2- 1) - 3(w - 2).
Spróbujmy uzasadnic, ze zadnePw nie przekroczy liczbyP~. Pytamy zatem,
czy:

p. = (W) _ k _ ~ PdPi - 3) < w(w - 1) _ 3(w _ 2) = p •.w 2 L n - n W
i=1

Przeksztalcamy:

8 8 8

L Pi + L Pi (pi - 3) - 3L (Pi - 2) ~ O,

L(pi - 2)(pi - 3) ~ O.
i=1

Pamietajac, zePi ~ 3 widzimy, iz kazdy skladnik sumy jest nieujemny,
co dowodzi zadanej nierównosci. ("Stromizne" tych rachunków mozna obejsc
mniej wiecej tak: majac wieloscian ow wierzcholkach dorysowujemy niektóre
przekatne scian tak, by otrzymac podzial scian na trójkaty. Kazdy z tych
trójkatów traktujemy teraz jako osobna sciane. W6wczas latwo widac, dlaczego
Pw ~ P~.) Zatem znalezlismy ograniczenia na liczbe przekatnych wieloscianu
o w wierzcholkach:

O < P. <: w(w - 1) _ 3(w _ 2) = (w - 3) .- w_ 2 2

Wartosc maksymalna przyjmowana jest w wieloscianie bedacym suma dwóch
ostroslupów (w - 2)-katnych zlepionych podstawami (czy tylko w takim?),
a wartosc minimalna'- w ostroslupie(w - 1)-katnym. Czy przyjmowane sa
wszystkie wartosci pomiedzy tymi ekstremalnymi? Czy istnieja liczby, które
nigdy nie sa wart?SciamiPw? To kolejne szczyty dla Ciebie.

To bylo jednak dosc trudne. Moze znajdziemy cos latwiejszego.
Na przyklad twierdzenie o sumie katów trójkata - jest ona zawsze
równa 1r. Czy dla czworoscianów jest podobnie? Czy suma miar ich kat6w
dwusciennych jest stala? Niezalezna od czworoscianu? Moze jest jakas
wielokrotnoscia 1r?

L(p; - 5Pi +6) ~ O,
i=1

Romwlamanle madania M 649.
Oznaczmy dlugotfci boków trójkata
przez a,b i c, dlugotfci zatf wysokotfci

przez h(a), h(b) i h(e) (w zaleznotfci
od tego, na który bok opuszczona jest
wysokotfc). Z warunków zadania mamy
a ~ h(a) oraz b ~ h(b). W kazdym
tr6jkacie wysokotfc jest nie dluzsza od
sasiedniego boku, zatem otrzymujemy
nierówno~ci

a~h(a)~b~h(b)~a,

skad a = h(b) = b = h(a). Widzimy
wiec, ze boki a i b sa prostopadle
i maja równe dlugo~ci, zatem trójkat
ma katy 450,450 i 900•

Rys. 9. Ten wielotfcian tez nie ma

przekatnych (a nie jest ostroslupem!).

Warto zajrzec do epsi/ona w De/eie
5/1992.

i=1 i=1 i=1
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I
).'-/ '-/ '-/ '- aj S = 3· f + 11",

Chyba nie. Ustalmy podstawe czworoscianu i czwartym wierzcholkiem uciekajmy
coraz wyzej po prostej prostopadlej do podstawy, przechodzacej przez jej srodek.
W granicy otrzymujemy "nieskonczone pudelko" - rysunek lOa. Katy przy
podstawie stana sie proste, a suma trzech pozostalych wyniesie1r. Natomiast,
gdy ten czwarty wierzcholek spadnie na podstawe (rys. lOb), to katy przy
podstawie sa zerowe, a pozostale pólpelne.

Ry:-: In

A

h) S = 3 . 0+ 311".

B

Wiec nie udalo sie! Czyzby twierdzenie bylo falszywe? Ale przeciez w zadnym
przypadku nie mielismy do czynienia zprawdziwym czworoscianem!
A z przejsciem granicznym lepiej uwazac. Pamietasz przyklad okregu,
w którym srednica "jest równa" polowie obwodu (rys. 11)? Aby uzyskac
absolutna pewnosc, mozna zbadac funkcje, która (przy ustalonej podstawie)
dla argumentu bedacego wysokoscia czworoscianu podaje jako wartosc sumyS
katów dwusciennych tego czworoscianu. To sie pewnie daje zrobic (wszystko
jest przeciez dla ludzi!), ale wychodza okropnie skomplikowane wzory, jakies
arcusy (brrr ...), a tu jeszcze trzeba obliczac pochodna, by uzasadnic, ze to nie
jest funkcja stala! Spróbujmy juz lepiej poszukacporzadnych kontrprzykladów.

Spróbujmy je porównac:

Dla czworoscianu foremnego obliczenie wartosciS nie jest trudne (rys. 12).

7
S3 =-11"

3 .

SIna =d . 1gZIe cos a= -3cosSI = cos6a,

7 1 1
COSS3 = cos 3'11"= COS 3'11"= 2'

Jesli polaczymy srodek szescianu ze wszystkimi wierzcholkami, to dostaniemy
szesc jednakowych piramid. Nie sa to jescze, co prawda, czworosciany, ale latwo
temu zaradzic przecinajac kazda z nich na pól plaszczyzna przechodzaca przez
przekatna sciany i srodek szescianu (rys. 14). Dla tych dwunastu jednakowych
czworoscianów latwo mozna obliczyc sume ich katów dwusciennych:

11"

12 .S = 12 . - + 8 . 211"+ 611".
2

Otrzymalismy wiec trzy liczby:

1 (11" J3)
SI = 6 arccos - , S2 = 3 - + arccos -

. 3 2 3

co po podstawieniu do wzoru(*) daje:
329

cosSI = 729 ;

(311" J3). ( J3)COS s2 = COS 2+ 3 arccos3 = sm 3 arccos3
• f.I d' f.I v'3= sm3p, gZIe cosp = - j3

po podstawieniu otrzymujemy

Latwo tez zobaczyc trzy katy w czwon~scianie wycietym z szescianu
plaszczyzna przechodzaca przez trzy wierzcholki laczace sie krawedziami
z czwartym (rys. 13). Sa to katy proste. Pozostale sa za to mniej ciekawe.

V6
COSS2 =-.

9
Zatem SI =J S2 =J S3 =J SI' Nie zachodzi wiec twierdzenie o stalej sumie kat6w
dwusciennych czworoscianu.

Moze to jednak nasza wina, moze bralismy niedobre katy? Czworoscian ma
cztery wierzcholki i przy kazdym z nich pewien kat brylowy, moze to one sa
analogonami katów plaskich w wierzcholkach tr6jkata? Spr6bujmy zbadac sume
tych "prawdziwych" katów w czworoscianie.

~ (6) 6' ..= ~ j Cos -, a· iJ sin' a.
j=1

Por6wnujac cze§ci rzeczywiste
otrzymujemy:
(*)

cos 60: = cos6 o: - 15 cos'" o: sin2 0:+

+ 15cos' a sin" o: - sinG a.
Podobnie wyprowadzamy

sin 3{3= 3 cos2 {3. sin {3- sin3 {3.

Rys. 12. /'n:-;,~ = t. S = Garccos t.

SkOl'zy:;talUY'I. POIllOCY pau6w
de Moivre'a i Newtona:

cos60: + i sin 60: =
= (cosa+isina)6 =

Rys. 14. S = t11".

Rys. 11. Laflrllclly p,Q,-,kr\:l!;6w

I) ~talYIlI proll!i('llill coraz kpi(>j
pr:t,yhli:i,;Lj;\ 'HlcillCk AD ::::::2. l·lt,~,~( ich
\ll\lgu~ki 1H\ 1'6wllt' 1r.

Rys. 13. <,osI) = 4,
:; = 3 . f + 3 arccos 4·
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naroznik

kat "pelny"'-...--'
ten w srodku

12B =

Pole(Al U A2) = 2 (LA),

Pole(Bl U B2) = 2 (LB),

Pole(Cl U C2) = 2 (LC).

Po zsumowaniu pól po lewej stronie otrzymamy, oczywiscie, pole pólsfery
powiekszone o dwukrotnosc pola trójkataABC (liczymy je tu trzykrotnie).
Mamy wiec:

1
Zatem B = - kata "pelnego" .6

Znalezienie innych, latwych do obliczenia przykladów wydaje sie klopotliwe.

Trudno zobaczyc od razu kat brylowy czworoscianu foremnego, gdyz nie mozna
tymi katami wypelnic przestrzeni wokól punktu. Sprawdz to koniecznie!

Przypadki "graniczne" sa latwe (znów rys. 10a,b):

"czworoscian o nieskonczonej wysokosci" -B =.~ kata "pelnego" + O,4

"czworoscian rozplaszczony" -B = ~ kata "pelnego" .2
No, ale znów trudno to uznac za uzasadnienie. Odstawmy na moment nasze
pytanie i spróbujmy przyjrzec sie katom brylowym bardziej systematycznie.

Czym sa katy brylowe? Jak je mierzyc? Czym jest tajemniczy kat "pelny"?
Jesli wierzcholek kata umiescimy w srodku sfery o promieniuR, to miara tego
kata (przez analogie z miara kata plaskiego, oczywiscie) wynosi:

pole czesci sfery wycietej przez ten kat
R2

Zatem kat "pelny" ma miare 4~~2= 41\"(steradianów). Kat dwuscienny
o mierze plaskiej ex wycina z kuli (o srodku lezacym na krawedzi'tego kata)
czastke pomaranczy (rys. 15). Latwo zauwazyc, ze dla dowolnegoex pole wyciete
przez taki kat ze sfery wynosi2exR2• Zatem miara brylowa kata dwusciennego
równa sie jego podwojonej mierze plaskiej.

Kazdy kat trójscienny o wierzcholku w srodku kuii (rys. 16) wycina na sferze
trójkat sferyczny. Katy w jego wierzcholkach definiujemy jako katy plaskie
miedzy stycznymi w punkcie do odpowiednich kól wielkich kuli. Katy te sa
równe katom dwusciennym pomiedzy odpowiednimi scianami kata trójsciennego.
Rozwazajmy w dalszym ciagu trójkaty, których boki sa mniejsze od polowy kola

wielkiego. Czy (tak jak w przypadku pomaranczy) potrafimy obliczyc ich pole?
Jesli umiescimy taki kat w srodku sfery jednostkowej, to obliczone pole bedzie
miara brylowa kata trójsciennego. Popatrzmy na rysunek pólsfery (rys. 17),
na którym wszystkie luki to luki kól wielkich. Zauwazmy, ze suma pólAl i Az
stanowi dokladnie pole pomaranczy wycietej przez katA. Podobnie dla innych.
Zatem

Znowu latwo to zrobic dla czworoscianu, z którego buduje sie szescian.
Spójrz jeszcze raz na rysunek 14. NiechB oznacza sume katów brylowych
czworoscianu. W tym czworoscianie mamy:

1
+8 . - kata "pelnego"8 ' ,~

". .

Rys. 15. Jesli a= '6 to, oczywiscie, 12
czastek pomaranczy wypelni cala kule.
Sk6rka na naszym kawalku ma wiec

pole r6wne ~ czesci sf"ry, t1.n.~R2.
12 3

R.ys. 16

Rys. 17. Zauwaz, ze rysunek nie jest
calkiem poprawny; pomysl o symetrii
§rodkowej wzgledem §rodka kuli; wtedy
wszystkie kola wielkie sa przeksztalcane
na siebie. Lukpq przechodzi na
luk p'q', a A, na te niewidoczna czesc
sk6rki pomaranczy wycieta przez
kat A.

21\" + 2· PoleABc = 2 . (LA + LB + LC),

stad

PoleABc = LA + LB + LC - 1\"(na sferze jednostkowej) ,

czyli pole trójkata sferycznego to jego "przewyzka" ponad 1\".
Gdy teraz sumujemy katy brylowe czworoscianu (pamietajac, ze miara kata
trójsciennego to suma miar (plaskich) katów dwusciennych pomniejszona o 1\"),
to kazdy kat dwuscienny liczymy dwukrotnie.
Zatem B = 28 - 41\".

Nasze rozwazania na temat katów dwusciennych nie byly wiec daremne.
Z negatywnej odpowiedzi na pytanie o stalosc sumy katów dwusciennych wynika
negatywna odpowiedz na to pytanie dla katów brylowych.
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Rys. 18

Nie ma wiec analogii twierdzenia o sumie miar katów trójkata w swiecie
trójwymiarowym. Spróbujmy jeszcze powalczyc z twierdzeniem o kacie
wpisanym i srodkowym. Kat trójscienny jest wyznaczony przez trzy pólproste
o wspólnym poczatku. Jesli wierzcholek kata umiescimy w srodku sfery
(jednostkowej), to pólproste te wyznacza punktyA, B, C na sferze. Niech kat
wpisany odpowiadajacy temu katowi srodkowemu bedzie dowolnym katem
trójsciennym o krawedziach przechodzacych przez punktyA, B, C i wierzcholku

lezacym na sferze (po tej samej stronie plaszczyznyABC co srodek sfery).
Czy wtedy miara takiego kata wpisanego jest polowa miary kata srodkowego?
A moze jedna trzecia?

Wpiszmy w te sfere dowolny czworoscian zawierajacy srodek sfery w swoim
wnetrzu (rys. 18). Wtedy kazde trzy wierzcholki czworoscianu wyznaczaja
srodkowy kat trójscienny. Oczywiscie, te cztery katy sumuj", sie zawsze do

kata pelnego (niezaleznie od tego, jaki to czworoscian). Natomiast katy
brylowe czworoscianu sa teraz katami wpisanymi odpowiadajacymi tym
katom srodkowym. Ich suma - jak wykazalismy - jest zalezna od ksztaltu
czworoscianu. Jest to sytuacja zupelnie oamienna od sytuacji na plaszczyznie.

Moze nalezalo inaczej zdefiniowac kat (niekoniecznie trójscienny) wpisany
i srodkowy? Byc moze. I nie jest to jedyny znak zapytania, jaki zostawilismy
po drodze, bowiem w tych wedrówkach, tak jak w prawdziwych, w góry, trudno
przewidziec, co nas spotka. Ale mamy nadzieje, ze przekonalismy Cie, iz po
matematyce mozna równie wspaniale wedrowac - omijac sciezki zbyt lagodne,
zawracac ze zbyt stromych i nieustannie cieszyc sie, ze przed nami pojawia sie
wciaz swiat nowy, nieznany i piekny.

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 649. W pewnym trójkacie dwie wysokosci sa nie krótsze od boków, na które je
opuszczono. Jakie katy ma ten trójkat?
Rozwiazanie na str. 12

M 650. Na dwóch koncach ustalonej srednicy okregu sa ustawione dwie jedynki.
W pierwszym kroku na srodku kazdego z dwóch luków wpisujemy dwójke, w drugim
kroku - na srodku kazdego z czterech luków wpisujemy trójke; ogólnie, wn-tym
kroku na srodku kazdego z2n luków wyznaczonych przez wpisane juz na okregu
liczby wpisujemy sume liczb stojacych na koncach tego luku. Obliczyc sumeBn liczb
zapisanych na okregu po wykonaniun kroków.
Rozwiazanie na str. 16

M 651. Dany jest trójmian kwadratowyg(x) = ax2 + bx + c o tej wlasnosci,
ze równanie g(x) = x nie ma rozwiazan rzeczywistych. Wykazac, ze wtedy równanie
czwartego stopniag(g( x)) = x takze nie ma rozwiazan rzeczywistych.
Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 345. Pajak chcacy przebyc waski kanal z woda o przekroju poprzecznym w ksztalcie
pólkola o promieniu R ruszyl wplaw prostopadle do brzegu. Predkosc pajaka wzgledem
wody wynosila u. Oblicz, jak daleko woda zniosla pajaka, jezeli predkosc wody
w nurcie kanalu byla niewielka i wynosilatlo.
Rozwiazanie na str. 7

F 346. Masy powietrza z okolic Warszawy przesunely sie o jeden stopien na.pólnoc,
gdzie uprzednio panowala bezwietrzna pogoda. Ocen najwieksza wartosc skladowej
równoleznikowej predkosci wiatru na pólnoc od Warszawy.
Rozwiazanie na str. 6
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