Wedréwki
Malgorzata MIKOELAJCZYK,
Krzysztof OMILJANOWSKI

Poniiszy tekst to relacja z wedréwki po gérach ($wiecie tréjwymiarowym)
typowego czlowieka z réwnin (plaszczyzny). Weiaz zdziwiony rozglada

sie wokolo; to bywa zaskoczony nie spotykanym dotad widokiem, to znéw
dostrzega swojskie krajobrazy, dobrze mu z réwnin znane. Nie wszedzie potrafi
sie wdrapad, czasem zawraca z obranej drogi, ale nie tyle zdobyte szczyty,

co mozliwodé podgladania tego nie znanego mu swiata i trud wspinaczki
sprawiaja mu prawdziwa radosé.

rownoscienne
rownopolowe

A méwiac zupelnie powainie — zajmiemy sie poszukiwaniem analogii miedzy
geometria dwu- i tréjwymiarowa. Twierdzenia geometrii ,plaskiej” przekladad
bedziemy na twierdzenia ,przestrzenne” i zbadamy, czy sa prawdziwe. Tylko
Ry 2 a<b<o a#e jak dokonad tego przekladu? Jak budowaé analogie miedzy dwiatem dwéch

i trzech wymiaréw? Mozliwoéci jest wiele. Wybierzemy te, ktére sa najbardziej
naturalne. Na przyklad, gdy pomyslimy o rzucie przestrzeni na ustalona
plaszczyzne, to na ustalony punkt jest przeksztalcana prosta, podobnie
odpowiednikiem prostej jest plaszczyzna. No tak, ale w ten sposéb dla kola
otrzymamy w przestrzeni taki nieskoriczony walec, ktéry trudno uznaé za dobry
analogon. Kazdy przeciez powie, ze tréjwymiarowym odpowiednikiem kola jest
kula. W sposéb réwnie oczywisty szedcian uznany zostanie za odpowiednik

i kwadratu, objeto$é za odpowiednik pola, tréjkatowi zas zapewne przypisany
zostanie czworoscian. _
Czy zawsze jest tak latwo? Co, na przyklad, jest analogonem tréjkata
réwnobocznego? Wszak tréjkat réwnoboczny mozna definiowad przez réwnosé
dhugosci bokéw lub ich. przystawanie, lub mozna powiedzie¢ po prostu, ze kazde
dwa jego wierzcholki s3 w jednakowej odleglodci. Zatem, czy odpowiednikiem
Rys. 3a. Ten ,czworodcian” skleja sie tl"()jka-ta réwno})ocznego jESt:
na plasko. czworoscian foremny — krawedzie jednakowej dlugosci;
a moze
czworoscian réwnopolowy — §ciany o tym samym polu;
lub tez :

czworoscian rédwnoscienny — sciany przystajace?

Zamiast dyskutowad, ktére okreélenie jest najlepsze — zbadajmy zaleznosci
miedzy nimi. Rysunek 1 pokazuje oczywiste zawierania zbioréw tych
czworoscianéw, ale czy wszystkie zawierania sa wladciwe? Rysunek 2
przedstawia poszukiwana siatke nieforemnego czworoscianu réwnosdciennego.
Drobna dyskusja daje z = ¢, y = b, z = a, a twierdzenie Talesa pozwala
poprawié rysunek (rys. 3). Ale czy z tego zawsze da sie skleié¢ czworoscian?
Sprébuj! (Uwaga: czasem to bywa klopotliwe — rys. 3a). A czy potrafisz
wskazad czworodcian réwnopolowy nie bedacy réwnodciennym? Na rysunku 4
jest przedstawiona siatka jednego z takich czworoscianéw.

Czy pamietasz zadanie o trzech patyczkach na plaszczyinie? Kiedy mozna
\ z nich ulozyé tréjkat? Sprébujmy analogicznie sformulowad problem szesciu

/P"z"-g'db} patyczkéw: kiedy mozna z nich zbudowad szkielet czworoécianu? To jest

chyba doéé klopotliwe, bo trzeba uwzgledniaé rézne permutacje patyczkéw.
A B Wystarczajaco ciekawe wydaje sie pytanie przedstawione na rysunku 5.

Skoro potrafimy podaé przestrzenny analogon tréjkata i kola, zacznijmy
nthimaczenie” twierdzefi od tego o kole opisanym na tréjkacie. To latwe:
»Na kazdym czworoécianie...” itd. No tak, ale czy to twierdzenie jest prawdziwe?
s' Tak, to nietrudne; przypomnijmy sobie dowdd tego twierdzenia dla tréjkata.
Rys. 5. Punkty 4, B, C rworza tréjkat. Kluczem bylo tam pojecie symetralnej pary punktéw A, B — zbioru punktéw,
Pogostale odcinki poruszaja sic ktérych odleglosci od A i B sa réwne. Takie samo okreslenie symetralnej
:uﬁz;g‘;b??l? A e przestrzeni daje plaszczyzne prostopadia do odcinka AB, przechodzaca przez
jego frodek. Wystarczy tylko wiedzieé, ze trzy parami nieréwnolegle
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Jedli rozwazamy nie tylko wielodciany
wypukle, to mogs pojawif sie sytuacje
Jklopotliwe™,

Cry @) jest wierzcholkiem?

Czy PR jest krawedzia?

Cry PQRSBEB jest §ciang pigcio- czy
caworokatna?

Cry AB jest przekatna?

A ey jest przekatna A'B'?

e P

Zreszta te same klopoty zunamy jui
dobrze 7 plassczyany:

AL

Rys, 7

=%
S

Rys. 8

plaszczyzny maja dokladnie jeden punkt wspélny. To bylo wladciwie nie tylko
sthimaczenie” twierdzenia, ale takze jego dowodu. Czy podobnie mozemy
postapié z twierdzeniem o kole wpisanym w tréjkat? Czy w kazdy czworoscian
mozna wpisaé kule? I to doktadnie jedna? Tak. Znowu daje sie ,przettumaczy¢”
dowéd z przypadku plaskiego. Dwusieczna bedzie teraz pélplaszczyzna
polowiaca kat dwuscienny miedzy dwiema écianami czworoécianu.

Pamietasz pewnie, Ze znajac promieri r okregu wpisanego w tréjkat latwo bylo
znaleié jego pole:
1
pole = 7 obwdd - r.
Dla czworoécianu 1 wpisanej wen kuli mamy analogicznie:
. # 4 1 P
objetodé = 3 pole §cian - r.

Sprébuj przetlumaczyé ,,plaski” dowdd tego faktu. A jak przethimaczyé wzér
Herona? Czy jest prawdziwy?

Skoro byla juz mowa o symetralnych i dwusiecznych, zajmijmy sie srodkowymi.
Srodkowe w tréjkacie to odcinki taczace wierzcholki ze érodkami (ciezkosci)
przeciwleglych bokéw. Przecinaja sie one w érodku ciezkosci tréjkata dzielac

sie w stosunku 2:1. Czym beda $rodkowe w czworosdcianie?, To pewnie odcinki
laczace wierzcholki czworodcianu ze §rodkami cigzkosci przeciwleglych $cian. Czy
przetna sie i tym razem w jednym punkcie? (Jedli tak, to punkt ten mozemy
éthialo uznaé za érodek ciezkosci czworoécianu.) Czy srodkowe beda sie dzielity
w jakimg stalym stosunku? 2:17 A moze 3:17 Powspinaj sie chwile samotnie

i sprébuj znaleZé odpowieds.

Do tej pory bylo wspaniale; wszystkie nowe twierdzenia oka.z.ywa}y sie
prawdziwe. Smialo wiec szukajmy dalej. Sprébujmy obliczyé liczbe przekatnych
wielodcianu; czy jest to w ogdle mozliwe? A moze zadanie jest tak proste jak

w przypadku wielokata na plaszczyénie, gdzie liczba przekatnych n-kata to:

-3 > : - ; s =
n._(n__)? W przestrzeni sprawa sie troche komplikuje. Dla tej samej liczby

wierzcholkéw wielodcianu mozemy uzyskiwad rézne liczby przekatnych. Niech P,
oznacza liczbe przekatnych wielogcianu o n wierzcholkach. Dla kazdej liczby
parzyste] n > 6 mozemy otrzymac:

P, = 0 — w ostrostupie o podstawie (n — 1)-katnej,

—2)(n—-5 I 2 .
By = w + 1 — w wielodcianie powstalym przez zlepienie podstawami
dwéch ostrostupéw o podstawie (n — 2)-katnej,
1 1 ; ; . s
P, = 5 (in — 3| — w graniastoslupie o podstawie §n.-kat.ne3.

Zatem znajomo$é liczby wierzcholkéw tym razem nie wystarcza. Co jeszcze
musimy wiedzieé¢ o wielogcianie, aby jednoznacznie podaé liczbe jego
przekatnych? Czym w ogdle jest przekatna wieloécianu? (Patrz rysunek 7.)
Przyjmijmy, ie jest ona odcinkiem laczacym wierzcholki, nie bedacym krawedzia
ani przekatna sciany.

Jeéli wielodcian ma w wierzchotkéw, k krawedzi i s écian takich, ze 2-ta §ciana
ma p; krawedzi, to

Jest to liczba okredlona jednoznacznie dla zadanych wartosci w, k, s, p1,

P2, --,Ps. Czy jednak musimy az tak dokladnie znaé wielogcian, by policzy¢
a

jego przekatne? Przeciez k i p1,pa,...,p, sa zwiazane zaleznodcia 2k = ) p;

=1

— kazda krawed? jest wspélna dla dokladnie dwéch écian. Moze wystarczy znaé
np. tylko liczbe wierzcholkéw, krawedzi i §cian wielodcianu? OdpowiedZ na to
pytanie jest, niestety, negatywna. Spéjrz na rysunek 8 — oba wielodciany maja te
sama liczbe wierzcholkéw, krawedzi i écian, a rézna liczbe przekatnych.
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Roswigzanie sadania M 651,
Warunek podany w radaniu oznacza
(wobee ciaglodci g), e albo dla
wsazystkich z € R mamy nierdwnodé
glz) > =, albo dla wszystkichz € R
gachodzi g(z) < 2. W pierwszym
preypadku g(g(z)) > g(z) > =z dia
katdego z € R, w drugim zad
odpowiednio g(g(z)) < g(=z) < = dla
kaidego z € R.

Wazér Eulera dla wielodciandw:

w—k+as=2,

Wiemy, &e
i
- 3 E Pi
i=1

w—k+as=2.

L] L
w—z pi + 1 =3
1

= =1

"
§oa
- = -2)=2
w 2 (pi )
fml

1
w=2+ §Z(pa-2).
=1

Roswiasanie sadania M 648.
Ornaczmy dlugodci bokéw tréjkata
preez a, b i e, dlugodci zad wysokodci
przes h(a), h(b) i h{e) (w zaleinodci
od tego, na ktéry bok opuszczona jest

Stad

wysokoé€). Z warunkéw zadania mamy

a € h{a) oraz b < h(b). W kaidym
tréjkacie wysokod€ jest nie dluzsza od
sasiedniego boku, zatem otrzymujemy
nieréwnodei

a<hl(a) <b< h{b)<a,

skad a = h(b) = b= h(a). Widsimy
wigc, 2e boki a i b sa prostopadle

i maja réwne dlugodci, zatem tréjkat
ma katy 45°,45° i 00",

Rys. 9. Ten wiclodcian tez nie ma
przekatnych (a nie jest ostroslupem!).

Warto zajrzed do epsilona w Delcie
5/1992.

Zauwasyliémy, ze jedli ustalimy liczbe w wierzcholkéw wielodcianu, to mozemy
otrzyma¢ rézne liczby przekatnych P,,. Zapytajmy, jaka wartodé maksymalna
moze przyjmowal P,. Oczywiscie, przy ustalonej liczbie wierzcholkéw
maksymalna liczbe przekatnych uzyskamy, gdy zminimalizujemy liczbe krawedszi
i przekatnych écian. Na pewno tak bedzie, gdy # kazdego wierzcholka wychodzié
beda tylko trzy krawedszie, a wszystkie éciany beda tréjkatami. Zatem

k= §—lﬂ, bo z kazdego wierzchotka wychodza trzy krawedzie laczac dokladnie
dwa wierzcholki,

k= 32—3, bo wszystkie éciany sa tréjkatami i kazda krawedZ jest wspdlna dla
dokladnie dwéch 4cian.

Stad s = w i podstawiajac do wzoru Eulera otrzymujemy w = 4. Jedynym
wieloécianem spelniajacym zadane warunki jest wiec czworodcian.

A co z pozostalymi?

Zauwazmy, ze sadanie, by wszystkie éciany wielodcianu o w wierzcholkach byly
tréjkatami, juz dokladnie wyznacza liczbe przekatnych (specyfikacja ksztaltéw
poszczegblnych écian jest do tego warunkiem wystarczajacym). Mianowicie,
liczba przekatnych P; takiego wieloécianu jest funkcja liczby wierzchotkéw:

k=-:;i,zatemw—%+s=2,st.q.ds=2{w—2]i

-3(w-2).

(w)*k: w(w — 1)

Fo=1{, 2
Sprébujmy uzasadnié, ze zadne P, nie przekroczy liczsby PJ. Pytamy zatem,
czy:

a
_(w pilpi —3) _ w(w—1) ) — p*
P,.,_(z)—k—}__l: < B s(w-2) =P
Przeksztalcamy:

a8 s ) - 4
B RSB = PR 3
i=1 . i=1

=1

Z"" +_Ep.-(p.- —3) —SZ(m =2)>0,

a .
> (p? —5pi +6) 20,

=1

> (pi —2)(pi —3) > 0.

i=1
Pamietajac, ze p; > 3 widzimy, iZ kazdy skladnik sumy jest nieujemny,
co dowodzi zadanej nieréwnosdci. (,,Stromizne” tych rachunkéw moina obejéé
mniej wiecej tak: majac wielodcian o w wierzcholkach dorysowujemy niektére
przekatne $cian tak, by otrzymad podszial écian na tréjkaty. Kazdy s tych
tréjkatéw traktujemy teraz jako osobna éciane. Wéwezas latwo widaéd, dlaczego
P, < P;.) Zatem znalefliémy ograniczenia na liczbe przekatnych wielodcianu
o w wierzchotkach:

OSP.,,Sw[w—z_ll—S(w—z)= ("’2_3).

Wartoéé maksymalna przyjmowana jest w wielogcianie bedacym suma dwéch
ostrostupéw (w — 2)-katnych zlepionych podstawami (czy tylko w takim?),

a wartoéé minimalna — w ostrostupie (w — 1)-katnym. Czy przyjmowane sa
wszystkie wartodci pomiedzy tymi ekstremalnymi? Czy istnieja liczby, ktére
nigdy nie sa wartodciami P,,7 To kolejne szczyty dla Ciebie.

To bylo jednak dos¢ trudne. Moze znajdziemy coé latwiejszego.

Na przyklad twierdzenie o sumie katéw tréjkata — jest ona zawsze

réwna m. Czy dla czworodcianéw jest podobnie? Czy suma miar ich katéw
dwuséciennych jest stala? Niezalezna od czworodcianu? Moie jest jakas
wielokrotnoscia 7
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b} § = 3.0 + 5.

Rays. 10

A ‘B
Rys. L1 Eadienchy pdlokrggow

o stadym promdenin coraz lepie)
preyhlizajn odeinek AR = 2, el ich

dhigoded sa rdwne .

s S = 0arceos .%

Rys, 13, cosma = -\‘:—1

S&=3.F + 3arccos W3

Skorzystamy » pomocy pandw
de Moivre'a i Newtona:
cos 6a + 1sinGa =

= (cosa +igina)® =

6
6 g
= E (_)cos“ T o i? sin? .
J:
=T

Pordwnujac ceedci raecaywiste
otreymujemy:
(+)
= L 4 2
cos Ga = cos” @ — 15cos” asin® a+

+ 15¢co8® asin® a — sin® a.
Podobnie wyprowadzamy

s8in3f = 3cos? B-s8infg — sin® A.

a) S =3 %+,

Chyba nie. Ustalmy podstawe czworoécianu i czwartym wierzcholkiem uciekajmy
coraz wyzej po prostej prostopadlej do podstawy, przechodzacej przez jej érodek.
W granicy otrzymujemy , nieskoriczone pudelko” — rysunek 10a. Katy przy
podstawie stang sie proste, a suma trzech pozostalych wyniesie . Natomiast,
gdy ten czwarty wierzcholek spadnie na podstawe (rys. 10b), to katy pray
podstawie sa zerowe, a pozostale pélpelne.

Wiec nie udalo sie! Czyzby twierdzenie bylo falszywe? Ale przeciez w zadnym
przypadku nie mieliSmy do czynienia z prawdziwym czworodcianem!

A z przejéciem granicznym lepiej uwazaé. Pamietasz prayklad okregu,

w ktérym srednica ,jest réwna” polowie obwodu (rys. 11)? Aby uzyskaé
absolutna pewnos¢, mozna zbadaé funkcje, ktéra (przy ustalonej podstawie)
dla argumentu bedacego wysokodcia czworoécianu podaje jako wartodé sumy S
katéw dwusciennych tego czworodcianu. To sie pewnie daje zrobié (wszystko
jest przeciez dla ludzi!), ale wychodza okropnie skomplikowane wzory, jakied
arcusy (brrr...), a tu jeszcze trzeba obliczaé pochodna, by uzasadnié, ze to nie
Jjest funkcja stala! Sprébujmy juz lepiej poszukaé porzqdnyeh kontrprzykladéw.

Dla czworoscianu foremnego obliczenie wartosci S nie jest trudne (rys. 12).

Latwo tez zobaczyé trzy katy w czworedcianie wycietym z szeécianu
plaszczyzna przechodzaca przez tray wierzcholki laczace sie krawedziami
z czwartym (rys. 13). Sa to katy proste. Pozostale s3 za to mniej ciekawe.

Jedli polaczymy $rodek szedcianu ze wszystkimi wierzcholtkami, to dostaniemy
sze§é jednakowych piramid. Nie sa to jescze, co prawda, czworodciany, ale latwo
temu zaradzié¢ przecinajac kazda z nich na pél plaszczyzna przechodzaca przes
przekatna $ciany i érodek szescianu (rys. 14). Dla tych dwunastu jednakowych
czworoscianéw latwo mozna obliczy¢ sume ich katéw dwusciennych:

12-§=12- 2 +8-2r+6r.
Otrzymalismy wiec trzy liczby:

2

\fa) 7

1 b
81 = 6 arccos 3 82 =3 (— + arccos T

Sprébujmy je poréwnadé:

B =

1
COS 83 = CO8 —T = CO8 g'rr=

3

2

; 1 YR
cos §; = cos b, gdzie casa=—3-13ma=———,

gt

co po podstawieniu do wzoru (*) daje:
329
729’

3 .
€os S3 = o8 (?W + 3 arccos \/E) = sin (3 arccos \—?) =

cos 8) =

8

/3

gdzie cos f = —;

o

=sin 38,

po podstawieniu otrzymujemy

CO8 8§53 = % .
Zatem s; # sz # 83 # 8;. Nie zachodzi wiec twierdzenie o stalej sumie katéw
dwusciennych czworodcianu.

[=2)

Moze to jednak nasza wina, moze brali§my niedobre katy? Czworoécian ma
cztery wierzcholki i przy kazdym z nich pewien kat brylowy, moze to one sa
analogonami katéw plaskich w wierzcholkach tréjkata? Sprébujmy zbadaé sume
tych ,prawdziwych” katéw w czworoécianie.
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Znowu latwo to zrobié dla czworoécianu, z ktérego buduje sie szedcian.
Spéjrz jeszcze raz na rysunek 14. Niech B oznacza sume katéw brylowych
czworosécianu. W tym czworoscianie mamy:

12B = kat ,pelny” +8- -l-kal.ta. »pehmego” .
SR P 8 e ——

ten w frodku narognik

1
Zatem B = 5 kata ,,pelnego”.

Znalezienie innych, latwych do obliczenia przykladéw wydaje sie klopotliwe.
Trudno zobaczy¢ od razu kat brylowy czworodcianu foremnego, gdyz nie mozna
tymi katami wypehic przestrzeni wokét punktu. SprawdZ to koniecznie!

. SOy . )
oo e o rgr vor hsywidie |55 Przypadki ,graniczne” sa latwe (znéw rys. 10a,b):

: i . . , « 1
czastek pomaraticzy wypelni cala kule. |, czworodcian o nieskoriczonej wysokodel” — B = — kata ,,pelnego” + 0,
Skérka na naszym kawalku ma wiec - 4

1 ; m = j
pole réwne — crefei sfery, tan. ER’- nczworoscian rozplaszczony” - B = 2 kata ,,pelmego”.

No, ale znéw trudno to uznaé za uzasadnienie. Odstawmy na moment nasze
pytanie i sprébujmy przyjrzeé si¢ katom brylowym bardziej systematycznie.

Czym sa katy brylowe? Jak je mierzyé? Czym jest tajemniczy kat ,pelmy”?
Jesli wierzcholek kata umiedcimy w érodku sfery o promieniu R, to miara tego
kata (przez analogie z miara kata plaskiego, oczywiscie) wynosi:
pole czeéci sfery wycietej przez ten kat
R? '

47 R?

2
o mierze plaskiej a wycina z kuﬁ (o srodku lezacym na krawedzi tego kata)

: czastke pomarariczy (rys. 15). Latwo zauwasyé, ze dla dowolnego a pole wyciete
Rys. 16 przez taki kat ze sfery wynosi 2aR?. Zatem miara brylowa kata dwusciennego
réwna sie jego podwojonej mierze plaskiej.

Zatem kat ,pelny” ma miare = 47 (steradianéw). Kat dwuscienny

Kazdy kat tréjScienny o wierzchotku w srodku kuli (rys. 16) wycina na sferze
tréjkat sferyczny. Katy w jego wierzcholkach definiujemy jako katy plaskie
miedzy stycznymi w punkcie do odpowiednich kél wielkich kuli. Katy te sa
réowne katom dwusciennym pomiedzy odpowiednimi écianami kata tréjéciennego.
Rozwazajmy w dalszym ciagu tréjkaty, ktérych boki sa mniejsze od polowy kola
wielkiego. Czy (tak jak w przypadku pomaraificzy) potrafimy obliczy¢ ich pole?
Jesli umieécimy taki kat w érodku sfery jednostkowej, to obliczone pole bedzie
miara brylowa kata tréjéciennego. Popatrzmy na rysunek pélsfery (rys. 17),

na ktérym wszystkie luki to luki két wielkich. Zauwazmy, ze suma pdl A; i Az
stanowi dokladnie pole pomaraficzy wycietej przez kat A. Podobnie dla innych.

Rys. 17. Zauwaé, fe rysunek nie jest Zatem
calkiem poprawny; pomydl o symetrii P .

ole(A; U Az) =2 (ZA
frodkowej wrzgledem érodka kuli; wtedy ( 1 2} ( ) L
wszystkie kola wielkie sa przeksztalcane PO]&(B1 U B-z) =2 (,_{B) :

na siebie. Luk pg praechodzi na
luk p'q’, a Az na te niewidoczna credé

Pole(C, UCy) =2 (£C).

skorki pomnradicsy wycigts praes Po zsumowaniu pél po lewej stronie otrzymamy, oczywiscie, pole pélsfery
ka4 powiekszone o dwukrotnoéé pola tréjkata ABC (liczymy je tu trzykrotnie).
Mamy wiec:

2‘.‘T+2-POleABc:2~{£A+£B+[.C),
stad
Polegapc = LA+ (B + £LC — « (na sferze jednostkowej),
czyli pole tréjkata sferycznego to jego ,,przewyzka” ponad .
Gdy teraz sumujemy katy brylowe czworoécianu (pamietajac, ze miara kata
tréjsciennego to suma miar (plaskich) katéw dwusciennych pomniejszona o ),

to kazdy kat dwuscienny liczymy dwukrotnie.
Zatem B =25 — 4n.

Nasze rozwazania na temat katéw dwusciennych nie byly wiec daremne.
Z negatywnej odpowiedzi na pytanie o stalodé sumy katéw dwusdciennych wynika
negatywna odpowiedZ na to pytanie dla katéw brylowych.
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Riys. 18

Nie ma wiec analogii twierdzenia o sumie miar katéw trojkata w $wiecie
tréjwymiarowym. Sprébujmy jeszcze powalczyé z twierdzeniem o kacie
wpisanym i §rodkowym. Kat trdjscienny jest wyznaczony przes trzy pélproste
o wspélnym poczatku. Jeéli wierzcholek kata umieécimy w érodku sfery
(jednostkowej), to pélproste te wyznacza punkty A, B, C na sferze. Niech kat
wpisany odpowiadajacy temu katowi srodkowemu bedzie dowolnym katem
tréjéciennym o krawedziach przechodzacych przez punkty A, B, C' i1 wierzcholku
lezacym na sferze (po tej samej stronie plaszczyzny ABC co $rodek sfery).

Czy wtedy miara takiego kata wpisanego jest polowa miary kata érodkowego?
A moze jedna trzecia?

Wpiszmy w te sfere dowolny czworodcian zawierajacy érodek sfery w swoim
wnetrzu (rys. 18). Wtedy kazde trzy wierzcholki czworoscianu wyznaczaja
frodkowy kat tréjécienny. Oczywidcie, te cztery katy sumuja sie zawsze do
kata pelnego (niezaleznie od tego, jaki to czworodcian). Natomiast katy
brylowe czworoécianu sa teraz katami wpisanymi odpowiadajacymi tym
katom $rodkowym. Ich suma — jak wykazaliSmy — jest zalezna od ksztaltu
czworodcianu. Jest to sytuacja zupelnie odmienna od sytuacji na plaszczyZnie.

Moze nalezato inaczej zdefiniowad kat (niekoniecznie tréjécienny) wpisany

i érodkowy? Byé moze. I nie jest to jedyny znak zapytania, jaki zostawilismy
po drodze, bowiem w tych wedréwkach, tak jak w prawdziwych, w géry, trudno
przewidzieé, co nas spotka. Ale mamy nadzieje, ze przekonaliémy Cie, iz po
matematyce mozna réwnie wspaniale wedrowaé — omijaé sciezki zbyt lagodne,
rawracad ze zbyt stromych 1 nieustannie cieszy¢ sie, ze przed nami pojawia sie
wciaz §wiat nowy, nieznany 1 piekny.

Zadania
Redaguje Pawel STRZELECKI

M 649. W pewnym tréjkacie dwie wysokodci sg nie krétsze od bokéw, na ktére je
opuszczono. Jakie katy ma ten tréjkat?
Rozwigzanie na str. 12

M 650. Na dwdch koricach ustalonej érednicy okregu sa ustawione dwie jedynki.

W pierwszym kroku na érodku kazdego z dwéch lukéw wpisujemy dwéjke, w drugim
kroku — na érodku kaidego z caterech lnkéw wpisujemy tréjke; ogélnie, w n-tym
kroku na srodku kazdego z 2" lukéw wyznaczonych przez wpisane juz na okregu
liczby wpisujemy sume liczb stojacych na koficach tego tuku. Obliczyé sume S, liczb
zapisanych na okregu po wykonaniu n krokow.

Rozwiazanie na str. 16

M 651. Dany jest tréjmian kwadratowy g(z) = az® + bz + ¢ o tej wlasnodci,

Ze réwnanie g(z) = z nie ma rozwiazar rzeczywistych. Wykazaé, ze wtedy réwnanie
czwartego stopnia g(g(z)) = z takie nie ma rozwiazan rzeczywistych.

Rozwiazanie na str. 12

Redaguje Jarostaw KULPA

F 345. Pajak chcacy przeby¢ waski kanal z wodg o przekroju poprzecznym w ksztalcie
pétkola o promieniu R ruszy! wplaw prostopadle do brzegu. Predkodé pajaka wzgledem
wody wynosila ¥. Oblicz, jak daleko woda zniosla pajaka, jezeli predkoéé wody

w nurcie kanatu byla niewielka i wynosilta v,.

Rozwiazanie na str. 7

F 346. Masy powietrza z okolic Warszawy przesunely sie o jeden stopiert na,péinoc,
gdzie uprzednio panowala bezwietrzna pogoda. Ocefl najwiekaza wartodé skladowej
réwnoleznikowej predkodci wiatru na pdinoc od Warszawy.

Rozwiazanie na str. 6 -
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