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Pokrywamy plaszczyzne prostokatami

Jedli mamy dang rodzine kwadratéw o nieskoriczonej sumie
pél, to mozna nimi pokryé plaszczyzne — wykazalismy

to w poprzednim numerze EPSILONA. Jedli jednak
zamiast kwadratéw bedziemy rozwazaé prostokaty, juz

tak byé nie musi! Oto kontrprzyktad, skonstruowany przez
A. Bachszecjana.

Ustalmy a; = r; = 1/2° i skonstruujmy prostokat
o numerze 1 tak, jak na rysunku; diugoéci AB i CD sa
takie, by AB - BC = 1.
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Przypudémy, ze prostokatami takimi da sie pokryé
plaszczyzne. Wéwczas kazdy prostokat okreéla
przedstawione na rysunku katy:
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Zaczepmy wszystkie te katy (przesuwajac je réwnolegle)
w ]ednym punkcw plaszczyzny. Suma katéw wynosi

E 40, =4 E 1/2' = 4 < 27. Istnieje zatem pélprosta nie
i=1 l-—l
zawierajaca sie w zadnym z tych katéw; przez §; oznaczmy

diugosé przeciecia tej péiprostej z i-tym prostokatem,
a kat f; okredlmy tak, jak na ponizszym rysunku.
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Z konstrukcji otrzymujemy, ze f; > oy, zatem §; < r;
o0 o0

i) 6 <Y ri=1, czyli pélprosta nie moze by¢ pokryta
i=1 =1

badanymi prostokatami.

W kontrprzyktadzie istotng role odgrywal fakt,

ze prostokaty mogly byé bardzo diugie. Co wiec bedzie,
gdy przyjmiemy dodatkowo, ze boki prostokatéw sa
wspdlnie ograniczone, czyli ze wszystkie maja dlugodé nie
wieksza, od pewnej stalej M7

Przy tym zalozeniu bedziemy w stanie plaszczyzne pokryé!
Oto idea uzasadnienia. Mozemy zalozyé, ze M > 1; mamy

zatem ) aib; = 0o, ai < M, b; < M, gdazie a; i b; 83
=1

Stefan Banach ugyskal doktorat na Uniwersytecie Jana
Kagimierza we Lwowie w 1920 roku. Zmarly trzy lata temu
krakowski matematyk, ksiade profesor Andrzej Turowice,
przed wojna wykladajacy na Politechnice Lwowskiej,
opowiadal, te Banach na uwagi, i powinien jug zostad
doktorem, dlugo odpowiadal, e ma na to jeszcze cgas i ge
mote wymyéli¢ cod ciekawszego, nig dotychczas uzyskane
przez niego wyniki. Po pewnym czasie jednak wladze
akademickie stracily cierpliwodé; ktod spisal najnowsze
rezultaty Banacha, co zostalo uznane za znakomita

prace doktorska. Przepisy jednak wymagaly réwnieg
egzaminu. Pewnego dnia zaczepiono Banacha na korytarzu
uniwersytetu: ,jacyd ludzie do nas prezyjechali i maja pare
matematycznych pytar, na ktére pan na pewno bedzie
umial odpowiedzied; czy méglby pan péjéé do driekanatu

i im poméc?”. Banach grobil to bardzo chetnie, nie zdajac
sobie sprawy, e wladnie zdaje egzamin doktorski przed
specjalnie preybyla w tym celu ¢ Warszawy komisja.
Obecnie obowiazujace w Polsce ustawodawstwo chyba takiej
mogliwodci nie dopusecza...

dlugodciami bokéw odpowiednich prostokatéw. Poniewaz
dla liczby a; istnieje takie k; calkowite (niekoniecznie
dodatnie), e 1/2% < a; < 1/2%~*, wystarczy
rozpatrywaé prostokaty o bokach diugodci 1 /2"" oraz b;
{auma. ich pél tei, ocsywiécie, wynosi nieskoriczonoéé,

bo E bi/2% > 2 —a.b.] Jeieli wykaiemy, ze skoriczona

=1 !—1

liczba takich prostokatéw da sie pokryé kwadrat o boku 1,
to — na mocy prawdziwodci twierdzenia dla pokrycia
kwadratami — rozwiazemy zadanie.

Jedli istnieja takie prostokaty, e 1 /2"" > 1, to zaczepiamy
pierwszy z nich w lewym dolnym rogu kwadratu,
nastepny stawiamy obok poprzedniego — i tak dalej. Jeéli
prostokatéw takich nie wystarcza do pokrycia kwadratu
(lub nie ma ich weale), to dzielimy to, co zostalo (lub
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caly kwadrat), na dwie czedci o wysokodci 2" Pokrywamy

pozostaly obszar prostokatami o wysokodci % wedhug

poprzedniego schematu dalej — najpierw dé}, potem gére
— a po ewentualnym wyczerpaniu prostokatéw przed
pokryciem kwadratu dzielimy powierzchnie nie pokryta,

e . 1
na czedci o wysokodciach i

W ten sposéb pokryjemy kwadrat po skorniczonej liczbie
krokéw. Gdyby bowiem tak sie nie stalo, wszystkie nasze
prostokaty daloby sie ustawié¢ w prostokacie o bokach
dhugodci M i 1+ M, przy czym po ustawieniu prostokaty
te mialyby wspélne co najwyiej brzegi. Jest to jednak
niemozliwe, gdyz suma pél prostokatéw jest nieskoriczona
- i tym samym zakoriczylidmy dowéd.

A co bedzie, gdy rozwaiymy tréjkaty lub jeszcze inne

figury?
pon/ Armen EDIGARIAN
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