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Punkty libracji
Tomasz KWAST

Modelem bardzo czesto spotykanej w przyrodzie sytuacji jest ruch umownie
niewazkiej czastki (,,ciala znikomego”) w polu grawitacyjnym dwéch cial

o konkretnych niezerowych masach (,,cial ciezkich”) obiegajacych po orbitach
kolowych wspélny §rodek masy. Chodzi o to, ze w tym modelu cialo znikome nie
wplywa na zadany z géry ruch cial ciezkich. Widaé, ze model ten w przyblizeniu
powinien opisywad np. ruch pocisku lecacego z Ziemi na Ksiezyc lub czastki
gazu przelatujacej z jednej gwiazdy na druga. Badanie tego modelu nazywane
jest ograniczonym zagadnieniem trzech cial.

Ruch ciala znikomego wygodnie jest opisywaé w ukladzie wspélrzednych
zaczepionym w érodku masy cial ciezkich i obracajacym sie wraz z nimi.
Ponadto, dla prostoty rachunkéw, wygodnie jest za jednostke masy prazyjaé
sume mas cial ciezkich (M) + M; = M = 1), za jednostke dlugodci ich odleglogé
(R = 1) i taka jednostke czasu, by okres ich obiegu (T' = 27\/R%/GM) wynosil
2m. G oznacza tu stala grawitacji, ktéra w tych jednostkach musi by¢ réwna 1.
Latwo zauwasy¢, ze w tych jednostkach réwniez predkosé katowa obiegu, a wiec
i predkos¢ katowa naszego ukladu wspélrzednych (w = /GM/R3), wynosi tei 1.
Mase lzejszego z cial o niezerowych masach moina teraz oznaczyé przes u,
cigzsze musi mie¢ zatem mase réwna 1 — g, a ich odlegloéci od érodka masy,
Jjako odwrotnie proporcjonalne do tych mas, wynosza odpowiednio 1 — p i p
(rysunek).

Ruch ciala znikomego w tym wirujacym ukladzie bedzie si¢ odbywac, oczywiscie,
pod wplywem przyspieszefn grawitacyjnych ze strony obu mas ciezkich oraz
przyspieszenia odsrodkowego. Ruchem akurat zajmowad sie nie bedziemy,
stawiamy tylko akademickie pytanie: czy mozliwy jest w tym ukladzie

bezruch, tzn. czy istnieja w nim punkty, w ktérych umieszczone cialo znikome
pozostanie tam na zawsze? Warunkiem koniecznym bezruchu jest zerowanie

sie przyspieszenia ciala, zatem by odpowiedzie¢ na postawione pytanie, nalezy
sprawdszié, czy istnieja takie punkty, w ktérych wspomniane trzy przyspieszenia
réwnowaza sie.

Na odcinku miedzy masami ciezkimi zawsze dzialaja nastepujace przyspieszenia:
ku masie ciegszej rowne —(1 — u) /(i + z)?, ku lzejszej réwne p/(1 — u — z)?
i odérodkowe w?z réwne w naszych jednostkach z. Czy ich suma
1—p |z

b E T e
moze gdziekolwiek by¢ réwna zeru? Otéz widald, ze calkowite przyspieszenie
w punktach bliskich cialu ciezszemu moze byé dowolnie ujemne (bo skierowane
jest w lewo, a pierwszy mianownik moze by¢ dowolnie bliski zera). Podobnie
rozumujac zauwazamy, ze w punktach bliskich cialu lzejszemu catkowite
przyspieszenie moze by¢ dowolnie dodatnie (bo jest skierowane w prawo,
a drugi mianownik moze by¢ dowolnie bliski zera). Funkcja f(z) na tym
odcinku jest niewatpliwie ciagla, zatem gdzie$ miedzy masami ciezkimi musi
by¢ punkt, w ktérym f(z) = 0. Po sprowadzeniu do wspélnego mianownika
i uporzadkowaniu dostajemy réwnanie algebraiczne piatego stopnia na
niewiadoma z okredlajaca polozenie interesujacego nas punktu. Nie potrafimy,
co prawda, rozwiazania jawnie napisaé, ale ono istnieje 1 mozna go szukaé
np. numerycznie. Tak znalefliémy (prawie) jeden punkt, w ktérym réwnowaza
si¢ trzy przyspieszenia; nazywa sie on dlatego (od tac. ltbra — waga) punktem
libracji (albo punktem Lagrange’a, poniewas on pierwszy wskazal pie¢ takich
punktéw). W ramach éwiczen Czytelnik moze sam udowodnié, ze w prawo od
masy 1w lewo od 1 — p na osi z istnieje jeszcze po jednym takim osobliwym
punkcie, ktérych polozenia okreélone sa réwniez przez réwnania piatego stopnia.
Jest to zreszta dosé rzadki przypadek, by réwnanie piatego stopnia opisywalo
co$ sensownego przyrodniczo. Te trzy tzw. liniowe punkty libracji oznaczane sa
tradycyjnie odpowiednio przez L;, Lo i La.
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;& Zadania

To nie wszystko. Otéz w plaszczyinie orbit cial ciezkich istnieja

jeszcze dwa punkty libracji, mianowicie w wierzcholkach tréjkatéw
réwnobocznych rozpietych na odcinku laczacym ciala ciezkie. Zgadnaé

tego chyba sie nie da, ale sprawdzi jest bardzo latwo. Ku masie ciezszej
dziala prazyspieszenie o wartoéci beswzglednej 1 — u i o skladowych

(1 — p)[—cos60°, —sin60°] = (1 — p)[-1/2,—v/3/2]. Ku masie liejszej dziala
przyspieszenie u o skladowych ucos 60°, —sin60°] = u[1/2, —/3/2]. Wreszcie
przyspieszenie odérodkowe ma taka wartodé liczbowa, ile wynosi (w naszych
zmodyfikowanych jednostkach) odleglodé wierzcholka tréjkata od srodka masy
ukladu, zatem jego skladowe to po prostu dlugoéci przyprostokatnych tréjkata,
ktérego ta odleglodé jest przeciwprostokatna: [1/2 — u,/3/2]. Suma tych
trzech przyspieszefi rzeczywiscie jest réwna zeru. Tak sprawdsziliémy istnienie
tzw. tréjkatnych punktéw libracji Ly i Ls.

Czy przyroda wykorzystuje istnienie punktéw libracji? Pisalismy jusz

o tym w Delcie, co prawda doéé dawno (Delta 7/1982), wiec przypomnieé

chyba moina. Otéz kazdy z liniowych punktéw libracji ma te wlasnosé,

e dowolnie male zaburzenie bezruchu spoczywajacej w nim czastki powoduje
natychmiastowe i bezpowrotne oddalenie sie jej z miejsca startu — méwimy,

ze liniowe punkty libracji sa niestabilne. Tu wiec natura nie jest w stanie
niczego na stale umiedcié. Inaczej jest w punktach tréjkatnych: czastka lekko
wytracona z punktu tréjkatnego ma szanse przez pewien czas wykonywad

wokél niego ruch okresowy, jezeli u < 0,0385... Warunek ten jest spelniony

np. dla ukladu Slonice-Jowisz, dlatego w poblizu jego tréjkatnych punktéw
libracji przebywa kilkanadcie tzw. planetoid trojaniskich, tj. nazwanych imionami
bohateréw wojny trojarniskiej. Podobnie podejrzewa sie obecnodci tzw. pylowych
satelitéw Ziemi w tréjkatnych punktach libracji ukladu Ziemia-Ksiezyc.
Wskutek nieuniknionych w rzeczywistej sytuacji zaburzen ruchu ciala znikomego
czastki takie musza wczedniej czy péiniej opuscié sasiedztwo swojego punktu
libracji, za to na ich miejsce moga prazylecie¢ inne; w rezultacie w punktach
tréjkatnych ma prawo utrzymywaé sie stale zgeszczenie drobnych czastek,
skladajace sie z czastek coraz to innych. Wprawdzie planetoidy trojanskie
Jjeszcze nie pouciekaly z miejsc stalego pobytu, ale cierpliwodci...

Redaguje Pawel STRZELECKI

™M 646. W przestrzeni tréjwymiarowej dane sa cztery punkty nie lezace w jednej
plaszczyinie. Ile istnieje réinych réwnolegloscianéw, dla ktérych kaidy z tych punktéw
jest jednyrh z wierzchotkéw?

Rozwiazanie na str. 16

M 647. O dwdch liczbach rzeczywistych a,b wiadomo tyle, e nieréwnosé

acos z + bcos 3z > 1 nie ma rozwiazaii w zbiorze liczb rzeczywistych. Wykazaé,
Ze [b| < 1. .

Rozwiazanie na str. 16

M 648. Nauczyciel napisal na tablicy tréjmian kwadratowy z? + 3z + 15. Nastepnie
wszyscy uczniowie w klasie podchodzili kolejno do tablicy; kazdy z nich zmniejszal albo
zwiekszal o jeden wspélezynnik przy z albo wyraz wolny tréjmianu. Na koniec okazalo
sie, e na tablicy widnieje tréjmian 22 + 13z + 5. Cazy jest prawda, e w pewnym
momencie na tablicy byl napisany tréjmian o pierwiastkach calkowitych?

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Jarostaw KULPA

F 343. Kierowca nieopatrznie zapomnial zaciagnaé hamulec swojego poloneza
pozostawionego na stoku géry o kacie nachylenia o = 10°. Jaka najwicksza predkosé
bedzie mégt rozwinaé staczajacy sie samochéd?

Dane dotyczace poloneza: masa m = 1200 kg, moc silnika P = 55 kW, maksymalna
predkodé na poziomej nawierzchni vpmaz = 140 km/h.

Rozwiazanie na str. 5

F 344. Pileczka kauczukowa po czasie t = 0,5 sekundy spadia na podloge. Odbila sie
na wysokoéé n = 0,9 pierwotnej wysokodci. Ile trwal caly ruch pileczki az do momentu
zatrzymania?

Rozwiazanie na str. 5
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