
Na odcinku miedzy masami ciezkimi zawsze dzialaja nastepujace przyspIeszenia:
ku masie ciezszej równe-(1- J-L)/(J-L + x)2, ku lzejszej równeJ-L/(1 - J-L - x)2

i odsrodkowew2 x równe w naszych jednostkachx. Czy ich suma
1-J-L J-L

I(x) =, 'n + ,_ 'n + x

moze gdziekolwiek byc równa zeru? Otóz widac, ze calkowite przyspieszenie
w punktach bliskich cialu ciezszemu moze byc dowolnie ujemne (bo skierowane
jest w lewo, a pierwszy mianownik moze byc dowolnie bliski zera). Podobnie
rozumujac zauwazamy, ze w punktach bliskich cialu lzejszemu calkowite
przyspieszenie moze byc dowolnie dodatnie (bo jest skierowane w prawo,
a drugi mianownik moze byc dowolnie bliski zera). FunkcjaI(x) na tym
odcinku jest niewatpliwie ciagla, zatem gdzies miedzy masami ciezkimi musi
byc punkt, w którym I(x) = O. Po sprowadzeniu do wspólnego mianownika
i uporzadkowaniu dostajemy równanie algebraiczne piatego stopnia na
niewiadoma x okreslajaca polozenie interesujacego nas punktu. Nie potrafimy,
co prawda, rozwiazania jawnie napisac, ale ono istnieje i mozna go szukac
np. numerycznie. Tak znalezlismy (prawie) jeden punkt, w którym r-ównowaza
sie trzy przyspieszenia; nazywa sie on dlatego (od lac.libra - waga) 'punktem
libracji (albo punktem Lagrange'a, poniewaz on pierwszy wskazal piec takich
punktów). W ramach cwiczen Czytelnik moze sam udowodnic, ze w prawo od
masy J-L i w lewo od 1 - J-L na osi x istnieje jeszcze po jednym takim osobliwym
punkcie, których polozenia okreslone sa równiez przez równania piatego stopnia.
Jest to zreszta dosc rzadki przypadek, by równanie piatego stopnia opisywalo
cos sensownego przyrodniczo. Te trzy tzw. liniowe punkty libracji oznaczane sa
tradycyjnie odpowiednio przezLI, L2 i L3.

Punkty libracji
Tomasz KWAST

Modelem bardzo czesto spotykanej w przyrodzie sytuacji jest ruch umownie
niewazkiej czastki ("ciala znikomego") w polu grawitacyjnym dwóch cial
o konkretnych niezerowych masach("cial ciezkich") obiegajacych po orbitach
kolowych wspólny srodek masy. Chodzi o to, ze w tym modelu cialo znikome nie
wplywa na zadany z góry ruch cial ciezkich. Widac, ze model ten w przyblizeniu
powinien opisywac np. ruch pocisku lecacego z Ziemi na Ksiezyc lub czastki
gazu przelatujacej z jednej gwiazdy na druga. Badanie tego modelu nazywane
jest ograniczonym zagadnieniem trzech cial.

Ruch ciala znikomego wygodnie jest opisywac w ukladzie wspólrzednych
zaczepionym w srodku masy cial ciezkich i obracajacym sie wraz z nimi.
Ponadto, dla prostoty rachunków, wygodnie jest za jednostke masy przyjac
sume mas cial ciezkich(MI + M2 = M = 1), za jednostke dlugosci ich odleglosc
(R = 1) i taka jednostke czasu, by okres ich obiegu(T = 27rVR3 /GM) wynosil
27r. G oznacza tu stala grawitacji, która w tych jednostkach musi byc równa 1.
Latwo zauwazyc, ze w tych jednostkach równiez predkosc katowa obiegu, a wiec
i predkosc katowa naszego ukladu wspólrzednych(w = VGM/ R3), wynosi tez 1.
Mase lzejszego z cial o niezerowych masach mozna teraz oznaczyc przezJ-L,

ciezsze musi miec zatem mase równa 1 -J-L, a ich odleglosci od srodka masy,
jako odwrotnie proporcjonalne do tych mas, wynosza odpowiednio 1 -J-L i J-L

(rysunek).

Ruch ciala znikomego w tym wirujacym ukladzie bedzie sie odbywac, oczywiscie,
pod wplywem przyspieszen grawitacyjnych ze strony obu mas ciezkich oraz
przyspieszenia odsrodkowego. Ruchem akurat zajmowac sie nie bedziemy,
stawiamy tylko akademickie pytanie: czy mozliwy jest w tym ukladzie
bezruch, tzn. czy istnieja w nim punkty, w których umieszczone cialo znikome
pozostanie tam na zawsze? Warunkiem k.oniecznym bezruchu jest zerowanie
sie przyspieszenia ciala, zatem by odpowiedziec na postawione pytanie, nalezy
sprawdzic, czy istnieja takie punkty, w których wspomniane trzy przyspieszenia .
równowaza sie.
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To nie wszystko. Otóz w plaszczyznie orbit cial ciezkich istnieja
jeszcze dwa punkty libracji, mianowicie w wierzcholkach trójkatów
równobocznych rozpietych na odcinku laczacym ciala ciezkie. Zgadnac
tego chyba sie nie da, ale sprawdzic jest bardzo latwo. Ku masie ciezszej
dziala przyspieszenie o wartosci bezwzglednej 1 - /-' i o skladowych
(1- p)[-cos600, -sin600] = (1- /-,)[-1/2, -0/2]. Ku masie lzejszej dziala
przyspieszenie /-'o skladowych p.[cos60°,- sin 60°]= p.[1/2, --/3/2]. Wreszcie
przyspieszenie odsrodkowe ma taka wartosc liczbowa, ile wynosi (w naszych
zmodyfikowanych jednostkach) odleglosc wierzcholka trójkata od srodka masy
ukladu, zatem jego skladowe to po prostu dlugosci przyprostokatnych trójkata,
którego ta odleglosc jest przeciwprostokatna: [1/2 - p., -/3/2]. Suma tych
trzech przyspieszen rzeczywiscie jest równa zeru. Tak sprawdzilismy istnienie
tzw. trójkatnych punktów libracjiL4 i Ls.

Czy przyroda wykorzystuje istnienie punkt6w libracji? Pisalismy juz
o tym w Delcie, co prawda dosc dawno(Delta 7/1982), wiec przypomniec
chyba mozna. Ot6z kazdy z liniowych punkt6w libracji ma te wlasnosc,
ze dowolnie male zaburzenie bezruchu spoczywajacej w nim czastki powoduje
natychmiastowe i bezpowrotne oddalenie sie jej z miejsca startu - m6wimy,
ze liniowe punkty libracji sa niestabilne. Tu wiec natura nie jest w stanie
niczego na stale umiescic. Inaczej jest w punktach trójkatnych: czastka lekko
wytracona z punktu tr6jkatnego ma szanse przez pewien czas wykonywac
wok6l niego ruch okresowy, jezeli p.< 0,0385 ... Warunek ten jest spelniony
np. dla ukladu Slonce-Jowisz, dlatego w poblizu jego trójkatnych punkt6w
libracji przebywa kilkanascie tzw. planetoid trojanskich, tj. nazwanych imionami
bohater6w wojny trojanskiej. Podobnie podejrzewa sie obecnosci tzw. pylowych
satelit6w Ziemi w tr6jkatnych punktach libracji ukladu Ziemia-Ksiezyc.
Wskutek nieuniknionych w rzeczywistej sytuacji zaburzen ruchu ciala znikomego
czastki takie musza wczesniej czy p6zniej opuscic sasiedztwo swojego punktu
libracji, za to na ich miejsce moga przyleciec innej w rezultacie w punktach
trójkatnych ma prawo utrzymywac sie stale zgeszczenie drobnych czastek,
skladajace sie z czastek coraz to innych. Wprawdzie planetoidy trojanskie
jeszcze nie pouciekaly z miejsc stalego pobytu, ale cierpliwosci ...

Zadania Redaguje Pawel STRZELECKI

M 646. W przestrzeni trójwymiarowej dane sa cztery punkty nie lezace w jednej
plaszczyznie. Ile istnieje róznych równolegloscianów,dla których kazdy z tych punktów
jest jednym z wierzcholków?
Rozwiazanie na str. 16

M 647. O dwóch liczbach rzeczywistycha,b wiadomo tyle, ze nierównosc
a cosx + b cos3x > 1 nie ma rozwiazan w zbiorze liczb rzeczywistych. Wykazac,
ze Ibl ~ l.
Rozwiazanie na str. 16

M 648. Nauczycielnapisal na tablicy trójmian kwadratowyx2 + 3x + 15. Nastepnie
wszyscy uczniowiew klasie podchodzili kolejno do tablicy; kazdy z nich zmniejszal albo
zwiekszalo jeden wspólczynnikprzyx albo wyraz wolny trójmianu. Na koniec okazalo
sie, ze na tablicy widnieje trójmianx2 + 13x + 5. Czy jest prawda, ze w pewnym
momencie na tablicy byl napisany trójmian o pierwiastkach calkowitych?
Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Jaroslaw KULPA

F 343. Kierowcanieopatrznie zapomnial zaciagnac hamulec swojegopoloneza
pozostawionegona stoku góry o kacie nachyleniaQ = 10°. Jaka najwieksza predkosc
bedzie mógl rozwinac staczajacy sie samochód?
Dane dotyczace poloneza: masa m= 1200kg, moc silnikaP = 55 kW, maksymalna
predkosc na poziomej nawierzchniUm a", = 140 km/h.
Rozwiazanie na str. 5

F 344. Pileczka kauczukowapo czasiet = 0,5 sekundy spadla na podloge. Odbila sie
na wysokosc17 = 0,9 pierwotnej wysokosci. Ile trwal caly ruch pileczki az do momentu
zatrzymania?
Rozwiazanie na str.5
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