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O dwdéch modelach

Zdzistaw POGODA %%@% &

Gdy Janos Bolyai i Nikolaj Lobaczewski (ktérego 200. rocznice urodzin
wlasénie obchodzimy) budowali podstawy geometrii nieeuklidesowej, jednym

z najwagniejszych zadan, z ktérym prébowali sie uporaé, bylo wykazanie
niesprzecznosci nowej teorii. Nalezalo wykazad, ze w geometrii nieeuklidesowe]
nie mozna znaleZ¢ dwéch zdan wzajemnie sprzecznych. Niestety, ani
Lobaczewski, ani Bolyai nie byli w stanie w pelni rozstrzygnaé tego problemu.

Zagadnienie moglo by¢ rozwiazane dopiero przez wskazanie odpowiedniego
modelu geometrii nieenklidesowej. Pierwszy taki model zaproponowat

w 1868 roku Beltrami. Jednakze najbardziej znane (i pogladowe) sa dwa inne
modele: model kolowy Kleina i, réwniez w kole, model Poincarégo. Kazdy z nich
ma swoje wady, lecz takie kazdy ma szereg zalet. Przyjrzyjmy sie im.

W modelu Kleina plaszczyzne stanowi wnetrze kola, a prostymi sa cieciwy
okregu tegoz kola (rys. 1). Proste wygladaja euklidesowo, ale nic nie jest

za darmo. Za ich euklidesowy ksztalt nalezy miedzy innymi zaplacié w ten
sposéb, ze euklidesowe, widziane przez nas, katy miedzy prostymi nie sa katami
w geometrii nieeuklidesowej. Na przyklad, dwie proste prostopadle w tym
modelu zazwyczaj nie beda reprezentowane przez prostopadle cieciwy. Réwnies,
aby proste (a tym samym i plaszczyzna) byly nieograniczone, odleglo$¢ musi by¢
okreélona w inny, bardziej specyficzny sposéb. Przypomnijmy to okreslenie.

Wybierzmy dwa punkty A i B, poprowadémy cieciwe o koricach P, Q
(przypominamy, nie nalezacych do modelu) przechodzaca przez te punkty
(poréwnaj rys. 1); odlegloéé obliczamy wedlig wzoru
AP AQ

d(A,B)=1In (B—P r w) ;
Analizujac te formule mozna sie przekonaé, ze spelnia ona wlasnosci,
ktérych zazwyczaj oczekujemy od odleglosci. Jest to jednak odleglogé
nieeuklidesowa. Na przyklad dwie cieciwy o wspélnym koricu sa w modelu
prostymi réwnoleglymi. Ponadto obliczana w ten sposéb dlugoéé odcinka AP
jest nieograniczona (wystarczy przeanalizowal wzér, gdy B zbliza sie do P); AP
jest pélprosta. Studiujac wlasnodci modelu Kleina mozna wykazaé, jak pewne
zaleznodci, ktére maja miejsce w geometrii euklidesowej, nie beda prawdziwe
w przypadku nieeuklidesowym (np. pewnik o réwnoleglych, poréwnaj rys. 1).

Drugi model, model Poincarégo, budowany jest podobnie. Plaszczyzne stanowi
wnetrze kola, ale prostymi nie beda juz cieciwy, tylko luki okregéw prostopadie
do brzegu naszego kola oraz jego érednice. Tracac euklidesowoéé prostych
zyskujemy , wiernokatnoéé”; katy, jakie tworza luki modelujace proste, sa katami
w geometrii nieeuklidesowej. W tym przypadku mozemy zobaczyé 1 mierzyé
zwyklym katomierzem katy nieeuklidesowe (rys. 2). Odlegloéé okreélana jest
podobnie jak w poprzednim modelu.

Mozna wykazad, ze jeden model da sie otrzymaé z drugiego wykorzystujac
odpowiednie rzutowania pélsfery: prostokatne w przypadku modelu Kleina
i stereograficzne w przypadku modelu Poincarégo. Idea przejicia od jednego
modelu do drugiego przedstawiona jest na rysunku 3.

Odpowiednie wlasnoéci tych rzutéw pozwalaja na formutowanie wnioskéw
dotyczacych obu modeli i geometrii nieeuklidesowej. Przy okazji dostajemy
jeszcze jeden model geometrii Bolyaia—fobaczewskiego, na pélsferze.
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Istnieje inny ciekawy zwiazek modelu Poincarégo z modelem Kleina, tym rasem
bez odwolywania sie do przeksztalceri w przestrzeni. Zwiazek ten jest prosty

i ma jeszcze jedna zalete: daje pewien przepis na mierzenie katéw w modelu
Kleina przy wykorzystaniu modelu Poincarégo.

Niech k oznacza kolo, wnetrze ktérego shuzy za model Kleina, punkt O

niech bedzie jego érodkiem. Mozemy zapisaé w skrécie k(O, r), gdzie r jest
dlugoscia promienia. Kaidemu punktowi X z modelu (czyli 2 wnetrza k)
przyporzadkujmy taki punkt X' lezacy na promieniu wyznaczonym przez O i X,
by

d(0, X") = %d(o, x),

gdzie d(0, X') i d(O, X) sa nieeuklidesowymi dlugoéciami odcinkéw OX'

i OX (rys. 4). Tak okreslone przeksztalcenie bedzie przeprowadzalo proste

w modelu Kleina na proste w modelu Poincarégo zbudowanym we wnetrzu tego
samego kola; model Kleina w kole k(O, r) zostanie przeksztalcony na model
Poincarégo w tym samym kole.

Rys. 4

Dla dowodu wybierzmy cieciwe AB reprezentujaca prosta w modelu Kleina.
Przetnijmy ja érednica PQ. Punkt przeciecia tych odcinkéw oznaczmy przez X.
Nastepnie przez punkty A i B poprowadémy okrag k; prostopadly do brzegu k.
Srodek tego okregu znajdziemy prowadzac styczne do k w punktach A i B;
punkt przecigcia tych stycznych bedzie érodkiem szukanego okregu. Niech X'’
oznacza punkt otrzymany w wyniku przeciecia nowego okregu ze srednica PQ.
Jak latwo zauwazyé, tak otrzymany punkt X' odpowiada punktowi X przy
przejéciu od modelu Kleina do modelu Poincarégo pokazanemu na rysunku 3

(z jedna drobna réznica: kolo z modelu Poincarégo zmniejszylismy tak, aby bylo
tej samej wielkodci co kolo z modelu Kleina).

Wystarczy teraz wykazad, ze wlagnie dla tego punktu zachodzi réwnogé
d(0, X') = %d(O,X).

Z definicji odlegloéci d mamy

= TP B T XQ . r 40X
d[O’X)_]n(OQ'XQ)_lnXP_lnr—OX

orag
OP X'P X'Q r+0X'
HO. X =T | =21 ) = = ;
(A3 (OQ X‘Q) InSp =18 —ox

Przedluzmy jeszcze érednice PQ tak, by otrzymaé drugi punkt X" na okregu k.
Nietrudno zauwagyé, ze

OX'-0X"=1v?
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oraz z wlasnodci cieciw
QX -XP=AX -XB=X'X-XX"
albo inaczej
(r+0X)(r-0X)=QX -XP=X'X-XX"=(0X - 0X')(0X" - 0X).
I dalej

2 2
r2—0X?=(0X - ox')(——ox)=ox- Lo 72 —@¥3 - 0OX-OX*,

ox’ ox
skad
r? 2r20X'
— D2 . ’ sl Sl
,OX—Zr.(OX,+OX) S Ch

Ze zwiazkéw tych dostaniemy
20 %! 20 ¥

0Xx r2 + 0X" r2 +0X"?
(r + 0X')? r+ 0X' :
=1In r—ox) =2l —-= =2d(0, X),

a o to nam chodzito. Prosta z modelu Kleina przeksztalcana jest na prosta
w modelu Poincarégo.

Teraz mozna juz doéé prosto otrzymad przepis na zmierzenie kata miedzy
dwiema prostymi w modelu Kleina przechodzac do modelu Poincarégo
konstruowanego wedlig powyzszego schematu w tym samym kole. Czytelnik
zapewne sam odczyta schemat postepowania z przedstawionego rysunku.

Rys. 5

Funkcje wielokrotne

W 1985 roku Janusz Murakowski zdobyt wyréinienie w Konkursie Uczniowskich Prac
z Matematyki za prace pt. Funkcje wielokroine. Pomyst tej pracy jest bardzo ciekawy

i nie zostal on do kofica wyczerpany (praca liczyla kilka stron), wigc przytoczymy go
ponownie liczac na to, Ze jego autor bedzie mial godnych nastepcéw. A oto 6w pomysl.

Niech f: R — R bedzie jakad funkcja. Oczywidcie, wiadomo, co to jest jej n-krotne
sloienie ™ = fo fo...o f. Moina jednak wprowadszi tes ulamkowe wielokrotnosci
funkcji. Przez f(*/") bedziemy rozumieli taka funkcje, e jej n-krotne zloienie da
funkcje f. Teraz juz wiadomo, jak okredli¢ wymierne wielokrotnodci funkcji

!(M/“) = f(l./"} o f“/ﬂ) 0...0 ‘f“/") (m razy),
a stad krok do okredlenia rzeczywistych wielokrotnodci f(*), gdzie a jest dowolng licsba
rzeczywista. No dobrze, ale nasuwaja sie od razu pytania ... My w tym momencie
koficzymy. Reszte pozostawiamy Czytelnikom.

Piotr HAJLASZ
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