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Pokrywamy plaszczyzne kwadratami
Mamy dany taki nieskoviczony ciqg liczbowy {r.},

ze § r2 = oo; wykazaé, ze kotams o promieniach r, mozna
pal?;;' plaszczyzne.

Zadanie to pochodzi z jednej ze studenckich olimpiad
matematycznych w ZSRR; poniZej przedstawimy piekne
rozwiazanie, autorem ktérego jest A. Bachszecjan,
pracownik Uniwersytetu w Erewaniu.

Na wstepie zauwaZzmy, ze teza zadania réwnowasna jest
mozliwodci pokrycia plaszczyzny kwadratami o bokach ry,.

V2

(rv2)? < wr? < (2r)7 = 2(r/2)?

Rozpatrzymy dwa przypadki: albo istnieje takie € > 0,

ie rn > € dla nieskoriczenie wielu n, albo dla kaidego

€ > 0 mozna znalezé tylko skoriczong liczbe wskainikéw n,
dla ktérych r, > e. W pierwszym przypadkn teza jest
oczywista; za pomoca nieskoriczenie wielu kwadratéw

o bokach réwnych & mozna pokryé plaszczyzne, uda sie
wigc to przy uiyciu kwadratéw wigkszych. Zajmijmy sie
zatem drugim przypadkiem.

Mozemy zalozyé, ze {rn} jest ciagiem nierosnacym.
Dlaczego? Weimy dowolne 1; promieni wiekszych od r;
jest skonczenie wiele, mozemy je wiec uporzadkowaé od
najwigkszego do najmniejszego. Postepujac tak dalej,
mozemy ustawié¢ promienie w ciag monotoniczny.

Bedziemy rozwazaé kola bez brzegéw; jesli nimi da

si¢ pokry¢ plaszczyzne, to i kolami domknietymi tez.
Wybierzmy dowolny punkt O, na plaszczyinie jako drodek
kola o promieniu r;. Zbiér punktéw nie naleiacych do

tego kola jest domkniety, istnieje zatem taki punkt O, nie
nalezacy do koha, ze odleglodéé dowolnego punktu spoza kota
od O, jest nie mniejsza niz odleglodé O, od Oz (oczywiscie,
bedzie to dowolny punkt z okregu). Po co wprowadzac
punkt Oz w taki sposéb, a nie od razu braé element

W roku 1983 Miedzynarodowy Kongres Matematykéw
odbywal sie w Warszawie. Kilku matematykéw
zagranicznych ze zdziwieniem zauwazylo nazwisko
Banacha nad przednimi szybami niektérych tramwajéw.
Gdy poprosili gospodarzy o wyjasnienie, dowiedzieli
si¢, Ze istnieje w tym miedcie ulica, nazwana imieniem
Stefana Banacha. Koniecznie chcieli te ulice zobaczyé,
udali si¢ wiec na nia odpowiednim tramwajem. Kiedy
dotarli na miejsce, okazalo sie, Ze znajduje sie tam
sporej wielkodci niezabudowany obszar. Stwierdzili
woéwczas zgodnie, Ze nie jest to ,ulica Banacha”, ale
raczej ,przestrzei Banacha”...
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— Aksjomat wyboru to poteine narzedzie...
(z wykladu dla studentéw matematyki)

z brzegu? Bo w analogiczny sposéb mozna rozumowanie
powtarzad, konstruujac kolejne kola i korzystajac z tego,
ze ich suma jest zbiorem otwartym. W punkcie O3
umieszczamy kolo o promieniu rs, a jako Os obieramy
ktéryé z punktéw spoza sumy dwéch kél o minimalnej
odleglodci od O;. I tak dalej...

Przypusémy, ie po wykorzystaniu wszystkich r,
skonstruowana powyzej nieskoriczona suma ké} nie
pokryje calej plaszczyzny i weimy punkt P nie nalezacy
do otrzymanej figury. Wéwczas figura nasza zawiera
si¢ w kole o érodku O, i promieniu R + r;, gdzie R jest
odlegloécia O, od P. Rozwaimy teraz kola o drodkach
w punktach O, i promieniach 2. Sa one parami

rozlaczne; gdyby bowiem kola o numerach j i k mialy
punkt wspélny (7 < k), to O nalezaloby do kola

o érodku O; i promieniu r;, co jest — na mocy konstrukcji
- niemozliwe. Wobec tego suma pél mniejszych kél jest
nie wieksza niz (R + r,)?; ale z drugiej strony wynosi
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onamy, 14"-, czyli nieskoriczonodé. Uzyskana sprzecznodé
n=1

konczy dowdd.

Wykazalidmy, ze jedli mamy rodzine kwadratéw

o nieskoriczonej sumie pél, to da sie nimi pokryé
plaszczyzne. A gdyby kwadraty zastapié¢ prostokatami?
Odpowiemy na to w nastepnym EPSILONIE, niemniej
jednak zachecamy Czytelnikéw do samodzielnego
zmierzenia gie z tym zadaniem.
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