Popatrze¢ geometrycznie

Edmund PUCZYLOWSKI

Spdjrzmy w ten sposéb na sume 1+ 2+ ...+ n.
Otrzymamy ja zliczajac czarne punkty kolejno
w ,ukoénych” grupach na rysunku 1 (tutaj n = 5).

Rya. 1

Dopehiajacych do kwadratu n x n kélek jest o n
mniej. W efekcie

(14+24+...4+n)+[(1+2+...+n)—n]=n?,
skad natychmiast wynika dobrze znany wzér

1424 ...4n= w

Jeszcze prosciej oblicza sie ,,geometrycznie” sume
14+3+4+5+4...4 (2n+ 1). Wystarczy tylko zauwazy¢,
ze sume te otrzymuje sie liczac po kolei od kierunku
poludniowo-zachodniego do pélnocno-wschodniego
punkty w paczkach zaznaczonych na rysunku 2 (tutaj
tez n = 5) i ze punkty te wypelniaja kwadrat n x n.
Otrzymujemy 1+ 3+ 5+ ... 4 (2n — 1) = n?.

Rys. 2

Ciag 1,1,2,3,5,8,... jest zbudowany w ten sposéb,
ze — poczynajac od miejsca trzeciego — kazdy
jego wyraz jest suma dwéch bezpoérednio go

poprzedzajacych, czyli apy2 = @ + Gpyy, n=1,2,....

Ciag ten nazywa sie ciagiem Fibonacciego i ma wiele
interesujacych wlasnosci. Jedna z nich odkryjemy.

Zauwazmy, ze sume a? + a3 + ...+ a2 mozemy
zinterpretowac geometrycznie jako sume pél
kwadracikéw o bokach a; ulozonych wedhig schematu
pokazanego na rysunku 3 (dla n = 5 bok i-tego
kwadracika jest réwny a;).
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Rys. 3

Kwadraciki te skladaja sie na prostokat
o bokach a,, 1 an—) + ap = apy1. Wynika stad,
zea?+aZ+...+a2 =an ans1-

Wykazemy tefaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych
al,..-,0n bl:---rbn

@ Va? + 82+ \fad + b3 +...+ (/a2 + 42 2

2\/(0.1"f‘ag+.‘.+ﬂ.n)2+(bl+bg+...+bn)2,

Vl—a)2+a2+/(1—a)? +a3+ ...+

(21) + \/[1 —Gn—1)% +a2 + \/(1 —ap)?+a2 >
>™V2
= 2
By wykazaé nieréwnosé (z), wystarczy zauwazy¢é
najpierw, ze mozna zalozyé, iz wszystkie a;, b;

sa nieujemne, a nastepnie spojrzeé na rysunek 4

i przypomnieé sobie twierdzenie Pitagorasa oraz fakt,
ze famana ma dlugoéé nie mniejsza niz odecinek laczacy
jej korice.
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Rys. 4

Druga nieréwnoéé uzyskaé jest trudniej. Wygodnie
jest zauwazyé, ze mozna ograniczyé rozwazania do
przypadku, gdy 0 < a; < 1. Wymaga to nieco wiecej
wysitku niz redukcja w poprzednim przypadku.
Mozna by tez nie wykonywad redukcji, a uogdlnic



nieco dalsze rozumowanie oraz rozwazyé oddzielnie
przypadek n nieparzystego i parzystego. My zalozymy,
ie n jest parzyste podpowiadajac, ze drugi przypadek
mozna, wykazujac nieco sprytu, latwo do tego
sprowadzié.

Narysujmy lamana (rys. 5) o n + 1 bokach

dhugodci 1 i kolejno prostopadlych. Na bokach tej
lamanej od}ézmy kolejno odcinki o dlugosdciach
ay,as,...,a,,a;. Laczac korce tych odcinkéw

tak jak na rysunku 5 otrzymamy lamana

A1Ay ... Ap A, g, ktbrej dlugodé jest réwna lewej
stronie nieréwnoéci (¢7). £amana ta ma dlugodé nie
mniejsza niz dlugodé odcinka A; A,,4;. Ta z kolei jest
réwna \/(A; A)? + (AA,+1)?. Zauwazmy jednak, e

ze odcinki A; A1 AA, 4, sa oba réwne g?. W efekcie

\/(1—a1)2+a§+\/(1—a2)2+a§+...+

+ \/(1— an-1)2+ a2 +1/(1 - an)2 +a2 >

n2 n?Z n

- 4+4 2

Zadania

Redaguje Pawet STRZELECKI

M 643. Na polach szachownicy 111 x 111 wpisujemy w dowolny sposéb jedynki

i minus jedynki, po jednej liczbie na kazdym polu. Pod kaida kolumnga zapisujemy
iloczyn liczb stojacych w kolumnie, obok kazdego wiersza — iloczyn liczb stojacych
w tym wierszu. Otrzymane w ten sposéb 222 liczby dodajemy. Udowodnic,

Ze uzyskana suma jest niezerowa.

Rozwiazanie na str. 16

M 644. Na polach szachownicy 6 x 6 lezy 18 nie zachodzacych na siebie kostek
domina (o wymiarach 2 x 1 kazda). Wykazaé, ze niezaleznie od sposobu ich ulozenia
mozna jedna z poziomych lub pionowych linii oddzielajacych pola przeciaé szachownice
na dwie czeéci tak, by nie przeciaé na pét zadnej kostki domina.

Rozwiazanie na str. 16

M 645. Mamy pewna liczbe 1992-cyfrowa podzielna przez 9. Niech k oznacza sume
cyfr tej liczby, m niech bedsie suma, cyfr liczby k, [ zaé — suma, cyfr liczby m. Jakie
wartodci moze przybieraé 17

Rozwiazanie na str. 16

Redaguje Jarostaw KULPA

F 341. Pod jakim katem w stosunku do pionu byltby widoczny z Warszawy satelita
geostacjonarny nadajacy polskie programy i zawieszony nad réwnikiem na tej samej
dlugodci geograficznej co Warszawa. Promien Ziemi wynosi R & 6400 km.
Rozwiazanie na str. 12

¥342. Do sprezynki przylozono zmienne napiecie o czestotliwodei v. Obliczyé
czestotliwodé diwieku, jaki zaczela wydawad drgajaca spreiynka.
Rozwiazanie na str. 12



