
Ro.wl".anle .adanla M 640.
Rozpatrzmy tr6jka,t, kt6rego jeden
bok ma dlugoll'~a E [O,l], drugi
zali'b E [1,2]. Pole takiego tr6jka,ta
jest najwieksze, gdy oba boki sa,
prostopadle, a = l i b = 2. Trzeci
bok ma wtedy dlugoll'~.;5E [2,3].
Zatem poszukiwany tr6jka,t to tr6jka,t
prostokatny o bokach 1,2,.;5.

Róznymi sposobami

Tozsamosc 1 + (~) + (;) + ... + (:) =2n wynika bezposrednio ze
wzoru dwumianowego Newtona zastosowanego dO'wyrazenia (1 + l)n.
Moznaja tez uzyskac obliczajac na dwa rózne sposoby liczbe podzbiorów

zbioru'{xl' X2,"" xn}. Pierwszy sposób: mamy 1 zbiór pusty, (~)

podz biorów jednoelemeniowych, (;) dwuelementowych itd. Lacznie

mamy 1 + (~) + (;) + ... + (:) podzbiorów. Drugi sposób: Kazdemu
podz biorowi A mozemy przyporzadkowac jednoznacznien elementowy ciag
zerojedynkowy. Mianowicie, jesliXi E A, to na i-tym miejscu piszemy 1, a jesli
nie, to piszemyO. Takich ciagów jest2n.

Trudniejsze jest obliczenie sumy

G) + 2 (;) + 3 G) + ... + n (:) ,
chociaz, jak sie okazuje, jest na to wiele sposobów. My pokazemy trzy bardzo
rózn,e.

1. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby naturalnej 1 ::;k ::; n

k (n) = k. n! = n! = n (n - l)!k k!(n - k)! (k - l)l(n - k)! (k - l)!(n - 1- (k - l))!

= (n -1)n k .-1

Ro.wl".anle .adanla M 641.
Popatrzmy na k-tego z kolei
si6dmoklasiste (po przestawieniu):
ma on w swojej klasie(k - l)
wyzszych koleg6w. Za kazdym z nich
pierwotnie stal wyzszy oll'mioklasista,
zatem oll'mioklasist6w wyzszych od
naszego wybranego si6dmoklasisty
jest (co najmniej!) k. Wynika stad,
ze po przestawieniu stojacy za nim
oll'mioklasista bedzie wyzszy.

W efekcie

G) + 2 (;) + 3 G) + 00 • + n (:) =

_ ( (n-l) (n-l) (n-l))
-n 1+ + + ... +1 2 n-l

= n2n-l

a WIeC

Ro.wl".anle .adanla M 642. Teza
tego zadania wynika bezpoll'rednio
z zadania 641. Jell'li bowiem
popatrzymy tylko na dwie kolumny
(przed przestawieniem), i-ta i j-ta,
j < i, to zolnierz stoj acy w i-tej
kolumnie jest wyzszy od swojego
kolegi stojacego w tym samym szeregu,
ale w i-tej kolumnie - bo szeregi sa
ustawione wedlug wzrostu. Jell'li teraz
ustawimy kolumny wedlu g wzrostu, to
- jak wynika z zadania 641 - zolnierz
stojacy w j-tej kolumnie nadal bedzie
wyzszy od swojego kolegi stojacego
w tym samym szeregu, ale w i-tej
kolumnie. Tak wiec szeregi pozostana
uporzadkowane wedlug wzrostu.

2. Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy, ze dla dowolnej
liczby rzeczywistej x zachodzi

(1 + x) n = 1 + (7) x + (;) x2 + ... + (:) xn .
Rózniczkujac obie strony tej równosci wzgledemx dostajemy

n(l+x)n-l= G) +2(;)x+.oo+n(:)xn-l.
Stad, po podstawieniux = 1, wynika, ze

n2n-l = G) +2(;) + ... +n(:)

3. Niech X bedzie zmienna losowa okreslajaca liczbe sukcesów w schemacie
n prób Bernoulliego, w którym prawdopodobienstwo sukcesu jest równe 1/2.
Wartosc oczekiwanaEX zmiennej X wynosi

G)Gf +2(;)Gf +.oo+n(:)Gf
Zmienna X mozna przedstawic w postaci sumy zmiennych losowych Xl, ... ,Xn,

z których k-ta przyjmuje wartosc 1, jesli w k-tej próbie zanotowalismy sukces,
i O, gdy porazke. Wartosc oczekiwana sumy zmiennych jest równa sumie
wartosci oczekiwanych tych zmiennych. Zatem

EX = EXl + EX2 + ... + EXn .

Zauwazmy jednak, zeEXl = ... = EXn = ~. W efekcie2

G)Gf +2(;)Gf +oo.+n(:)Gf =n~,

(7) + 2(;) + 3(;) + 00. + nC) = n2n-l.
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