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Pieédziesieciolatek zyje

Z podrecznikéw szkolnych znamy na ogél zastozsowania matematyki

w fizyce. Ostatnio jestedmy swiadkami wielkiego warostu juz ponad sto lat
zainteresowania ekonomia. Ludzie poszukujacy informacji na ten ' i na pewno wazy

temat siegaja czesto do ksiazek zachodnich, poniewai w polskich ponad sto kilogramow
kréluje zwykle jeszcze ekonomia polityczna socjalizmu ze swymi :

pjedynie shusznymi” dogmatami. Zajrzawszy do zachodnich Tomasz HOFMOKL
podrecznikéw ekonomii przekonujemy sie, jak bardzo wykladana
W naszych spotkaniach staram sie
przedstawié Padistwu wyniki dodwiadczerti,
ktére przecza temu, co na ogét uwazamy

tam ekonomia opiera si¢ na matematyce. Czesto uzywa sie w nich
skomplikowanych metod opartych na rachunku prawdopodobieristwa

i statystyce, aby méc uwszglednié czynnik ryzyka w dzialalnosci za mozliwe, czyli, innymi slowy, przecza

gospodarcze]. 4 zdrowemu rozsadkowi. Poprzednio
opowiedzialem o wynikach, ktére

Przyklady, ktére ponizej przedstawiam, sa jednak catkowicie ponad wszelka watpliwodé pokazuja,

ze predkodé swiatha, a ogélniej fali
elektromagnetycznej w préini, jest zawsze
taka sama i nie zalezy od ruchu Zrédla

elementarne i deterministyczne, tj. niezalezne od czynnika losowego.
Pierwszy dotyczy minimalizacji kosztéw w przedsiebiorstwie. Jest to

tzw. problem hurtownika: lub ruchu obserwatora — odbiornika.
Hurtowntk ma magazyn, przez ktéry w ciagu roku przewija sie Fakt ten lezy u podstaw szczegblne]

3 000 ton jakiegod towaru. Zamdwienie nowes partii towaru kosztuge teorii w’gle‘_i"“’éc_i Alb:erta. Ei_ns_tei“a' ’
hurtowntka 50 tys. zl (transport), przechowywanie towaru kosztuje ; g:;;k;,:i:lgg?;‘i:zii;n;);?:’p?z&rﬁkzﬁé
go 30 tys. zl/tona X rok i jest proporcjonalne zaréwno do czasu predkoéci §wiatla, cayli 299 792 458 m/s.
przechowywania, jak 1 do ilosct towaru. Odbidr towaru przez sklepy Istnienie najwiekszej mozliwej predkodci,
odbywa sie w tempie jednostajnym, tzn. w ciggu dnia sklepikarze 8 jakkolwiek moze budzié sprzeciw, nie

jest bardzo trudne do przyjecia. Tak juz
jest Wazechéwiat zbudowany i trudno.

Z duzymi predkodciami nie spotykamy sie
. ) i -— . . ] w zyciu codziennym, wiec to ograniczenie
Wiemy ze szkoly, ze zadania na minimum dobrze si¢ rozwiazuje za naszych mozliwosci specjalnie nas

odbieraje 3000/365 ton towaru. Jakiej wielkosct dostawy 1 co jaks
czas powinten hurtownik zamawiad, aby koszty byly najmniejsze?

pomocg pochodnej. Lecz najpierw, jak w kazdym zadaniu z trescia, nie boli. Czy aby na pewno? Jezeli
musimy napisa¢ réwnanie na szukana wielkosé kosztu, abysmy potrafimy uswiadomic sobie wszystkie
konsekwencje tego faktu, to juz nie bytbym

wiedzieli, co mamy minimalizowaé. WprowadZmy wiec nastepujace i her Bl b, e oyl

oznaczenia:

naszych pogadanek bede staral sie omijaé
C - calkowite koszty roczne, wywody teoretyczne, a odwolam sie
n — liczba dostaw w ciagu roku, do najprostszych doédwiadezeri. Céz

moze by¢ prostszego niz pomiar czasu?
Wiadomo, ze do tego shuzy zegarek.
Moze nam sprawié nieco klopotu pytanie,
a co to jest zegarek, nie méwiac juz
o pytaniu, co to jest czas. Obiecalem
na dwie czedci: C) — koszty zamawiania nowych partii towaru i Cs % jednak chodzi¢ po ziemi, a nie zajmowaé
— koszty przechowywania. Widad tez, ze: sie teoretycznymi rozwazaniami. Na nasze
potrzeby wystarczy stwierdzenie, ze uplyw
C1 =50 tys. st n czasu wyznaczamy za pomoca zegarka.
oraz No, a sam zegar zdefiniujemy jako
urzadzenie, ktére po dokonaniu cyklu
Q- n=3000 ton. gmian wraca do stanu poczatkowego.
Troche wiecej klopotu sprawia skladnik Cy. Nie jest on réwny Zegarem moze by¢ serce, a jednostka,
czasu jedno jego uderzenie. Moze by¢ nim-
nakrecany zegarek ze spreiyna balansowa,
moze byé wreszcie zegar kwarcowy albo
zegar atomowy. Oczywiscie, bicie serca

Q - wielko$¢ kazdej dostawy (zalozymy, ze dostawy sa réwne,
dlaczego — o tym bedzie mowa pdéniej).

Latwo zauwazyé, 7e koszty poniesione przez hurtownika rozpadaja sie

30 tys. zt- @, jak mogloby sie wydawac, a to dlatego, ze iloéé towaru
jest rébwna @ tylko w dniu dostawy, a potem juz jednostajnie maleje.




nie jest zbyt dok}adnym: miernikiem.
"Na;doklxdniegszy, jak dotychczas, jest

~ zegar atamowy. Mo#na za jego pomoca,
~ osiagnaé dokladnoéé pomiarn czasu
~rzedu 10717 s,

Po tych wstepnych uwagach
~ mogg jui opowiedzie¢ o bardzo
prostym doswiadczenin wykonanym
w pagzdzierniku 1971 roku. Posta
‘mianowicie sprawdsié, cay mg:uek
niernchomy chodzi tak samo, jak wgarek
w ruchu. Inaczej méwiac, czy nasz -
zegarek, zakladajac, e jest to idealny
segarek, powinien chodzi¢ tak samo
w jadacym tramwaju, jak schowany
w szufladzie w domu. Dla wielu z Pakstwa
- samo postawienie takiego pytania wyda.
sie bezsensowne. Czy uplyw czasu moze
x«aieseé od tego, ‘czy poruszamy sig, czy
nie? Do pajamemaa sie mzegélne; teorii
wagiednmﬁcx bylo oczywiste, ze czas o
czas, cayli ze jest wielkoscia absolutna,
- taka sama wszedzie i nikt nie stawial
~ sobie pytania, cay uplyw czasu moge
zaleieé od jakiché warunkéw mwuetmxeh.
Ocsywuime nie méwimy o poczucin
czasu. Moze nam si¢ coé dtuzyé, mose
czas biec szybko, ale rozumiemy przes to
“odcpucia subiektywne dobrze wiedzac,
e ten prawdziwy czas, odmierzany przez
bezlitosne zegary, jest zawsze taki sam.
- Powiedszialem ,dobrze w:e(isac, e, a aka.d
my to dobrze wiemy? Jedynym irédlem
naszej wiedzy jest doswiadczenie. Prsy
malych predkodciach i dokladnoé;&anh
pomiaru czasu spotykanych w.
codziennym doéwiadczenie zdaje sie
potwierdzal przekonanie, Ze caas samp .
plynie jednakowo. A moze to tylko wynik
przyblizony, moze czas weale nie plynie
zawsze jednakowo?

w paﬁdx-ierniku 1971 roku wystano
rejsowymi samolotami komunikacyjnymi
cztery cezowe zegary atomowe w podréz
dookola éwiata. Raz zgodnie z kierunkiem
obrotu Ziemi, czyli na wschéd, a drugi

raz na zachéd. Wskazania zegaréw
poréwnywano ze wskazaniami zegaréw
odniesienia w 1.8. Naval Observatory, czyli
w amerykaniskim obserwatorium floty. Nie
bede opowiadal szczegdtéw eksperymentu

i jak zabezpieczono sie przed popelnieniem
biedéw doswiadczalnych. Nie bylo to
catkiem proste, bowiem spodziewano sig
réinic wskazad zegaréw niernchomych

i podrézujacych rzedu jednej stumilionowej
czedci sekundy. Dlatego wlasnie w podréz
wyslano cztery niezaleine zegary, ktére
przed lotem, w przerwach lotu i po locie
poréwnywano ze wskazaniami zegarow
wzorcowych przez caly okres 636 godzin.
Piloci rejestrowali przes caly czas lotu

Np. dla n = 5, @ = 600 ton wykres ilodci towaru w magazynie
wyglada tak:
Q

JINNN\G

1 rok

Srednia ilog¢ towaru w magazynie wynosi wiec 300 ton = 5
Tak samo jest dla dowolnego innego n. Zatem
C> = 30 tys. - % = 15 tys. - Q. Stad mozemy zestawié juz calosciowy

wzér na koszt

50 tys.
CzCl—l—Cg=5th3.‘n+15tys.-Q=M

Q
i stad traktujac C jako funkcje zmiennej @ kaidy obliczy, jakie musi
byé @, aby koszt byl minimalny.

+ 15 tys. - Q

Przy rozwiazywaniu problemu hurtownika nasuwaja sie nastepujace
spostrzezenia:

1. Nie trzeba wcale uzywaé pochodnej, by rozwiazaé to zadanie.
Wystarczy postawi¢ sobie problem jako zadanie z parametrem M:
dla jakiego parametru M nieréwnosé

150qu0 .
zachodzi dla kaidego Q > 07 Otés
100 Q . M L9
2y Wy AR el .
o "100~ 1500 o Q 100 = 2

a wiec M = 3000.

2. W naszej analizie przyjelismy zalozenie, ze najkorzystniej jest,
jedli wszystkie dostawy sa réwnej wielkodci. I to jest rzeczywidcie
prawda. Aby sie o tym przekonaé, rozwazmy sytuacje, w ktoérej
mamy n dostaw w ciggu roku i wielkos¢ i-tej dostawy jest

z;-ta czedcia dostawy calorocznej- Oczywiscie, bedzie wtedy

zy + 2o+ ...+ z, = 1. Dla takiego rozlozenia dostaw skladnik
C bedzie proporcjonalny do 23 + 23 + ...+ z2 (z jakimé
wspélczynnikiem proporcjonalnosci), natomiast dla ciagu dostaw

. 1 A X
réwnych (kazda w wysokodci — dostawy calorocznej) Cz bedazie
n

2 2 2
§ 1 1 1 1
proporcjonalny do { =) + (=) +...+ (=] = — (2 tym samym
n n n n

wspélczynnikiem). Skladnik C) jest w obu przypadkach taki sam.
Zatem, aby przekonad sie, ze najkorzystniejsza jest sytuacja, gdy
dostawy sa réwne przez caly rok, wystarczy zauwazyé, ie:

jesli zy,22,...,30n 20 1 Z1+22+...+2Zp,=1, to

(&) :f+z§+...+zﬁ2%.

Mozna tego dowied¢ metoda wyréwnywania wyrazéw ciagu. Metoda
ta polegaé tu bedzie na stopniowym wyréwnywaniu wszystkich
WYTazéw i, Ta,.-.,Tn do — 1 zauwazeniu, ze suma kwadratéw caly
czas maleje. Na koniec docﬁodzimy do sytuacji, w ktérej wszystkie
wyrazy sa rowne .1 i nieréwnosé (&) staje sie réwnoscia. Na caym

zatem polegaja po'gzczegélne kroki tej metody?



Otéz zaldézmy, ze mamy taki ciag liczb dodatnich z4,zq,..., z,, wysokoéé i predkoéé samolotu oraz

ie zy + 73 + ...+ 7, = 1. Zaldzmy ponadto, ie nie wszystkie z; dokladna trase, aby moina bylo potem
, i Ws Ry e d ki obliczyé teoretycznie oczekiwane wskazania |
sa réwne —. wczas istnieja co najmniej dwa takie wyrazy s, Mozewy haialo sawiersyt)

ie J. C. Hafele s Washington University
oraz Richard E. Keating ze stuiby
Przenumerowujac mozemy zalozyé, ze sa to z; i 2. W takiej czasu U.S. Naval Observatory dolozyli

w tym ciagu, ze jeden jest wiekszy, a drugi mniejszy od —.
n

sytuacji przerabiamy ciag wyjsciowy zy, T2, ..., T, na ciag 2:'; = —, waze-lkfch ﬂa‘?‘_"ﬁ{ a;.by. pomiary wykonas

; . . ) . 'z najwieksza mozliwa starannodcia. Nas
#h =2 + %2 — 1/n, 2§ = lzg, Ty = T4,...,Th = Tn, W ktérym jest interesuje wynik. Oté# zegary w samolocie
wiecej wyrazéw réwnych —. Trzeba jeszcze wykazad, se ciag (z})7_, [§ Wekazywaly inny uplyw czasu nig zegary

o w obserwatorium. Nie jest wainy w tej

ma mniejsza sume kwadratéw., W tym celu wystarczy wykazaé, chwili wynik licsbowy. Najwainiejeze

ge 23 + 23 > (21)% + (5)2, eayli (2])%+ (2%)? — =} — 2% < 0. jest stwierdzenie, ze czas inaczej plynie
Proponuje podstawic za z} i 75 to, co wyzej, a nastepnie lewa strone [§ w ukladaie, ktéry sie porusza, a inaczej
powyzszej nieréwnosci przedstawié jako iloczyn dwéch wyrazen . w spoczynku. Czas nie jest absolutny. -

Radzg dobrze si¢ zastanowi¢ nad tym
‘wynikiem. Jest to calkowicie sprzecane
-z niemal wro'dsonym poczuciem, Ze czas
- to cod nieublaganego, co stale uplywa i nic
. . - " na to nie mozemy poradzié. Ot63 tak nie
Tyle o problemie hurtownika. Tym z Czytelnikéw, ktérym spodobalo ST
sie zagadnienie minimalizacji kosztéw w przedsiebiorstwie, polecam

o przeciwnych znakach. Zaznaczmy, te metoda wyréwnywania moze
by¢ uzyta do dowoddéw bardzo wielu nieréwnosci, np. miedzy érednia
arytmetyczna i geometryczna.

- Nie moge twierdzi¢, e autorzy
eksperymentn byli zaskoczeni. Przeciwnie,

ekspewmen.t hyi mlanowany po. to,, aby

samodzielne rozwigzanie nastepujacego problemu:
Mieszkaricy pewnego miasteczka wyrzuecajq tygodniowo 700

pojemnikdw §miect. Tygodniowy Sredni koszt utrzymania pojemnika _ _
wynost 3 tys. z, Koszt kursu §mieciarki na wysypisko 1 z powrotem o #ycia co zienn 0, no bo przeciez Samolot

ia

ienne, przemdywa.nm

wynosi 24 tys. zl. Smieciarka w czasie jednego kursu zabiera $mieci
maksymalnie ze stu pelnych pojemnikéw. lle pojemnikéw na $§miect
trzeba ustawic w tym miescie, by (tygodniowe) calkownte koszty

zakladu oczyszczania miasta byly nagmniejsze, a §miect nie lezaly na | wolmaj w stsﬂuﬂui do czasu mierzonego
ulicach? | w ukladzie megruchomym Inaczej méwiac,
Wskazdéwki: - jadac tramwajem starzejemy sie wolniej :

=

niz cseka.;a,c na niego na przystanku.
Zegar w tramwaju ,,chodzi” wolniej.
Przewidywania teorii méwig o ukla.da.ch
- poruszajacych sie ruchem jednostajnym
2. Wynik ma by¢ liczba calkowita, tymczasem rozwiazanie, ktére . prostoliniowym. Dodwiadczenie z zegarami
dostaniemy przyréwnujac pochodna kosztéw do zera, moze nie byé [ zostalo wykonane w ruchu obrotowym
liczba catkowita. W tej sytuacji nalezy sprawdzi¢, dla ktérej z dwéch § Wokél Ziemi. W tym praypadku zegara :
| na ziemi nie mozna traktowaé jako
nieruchomego, bowiem porusza sie réwnies
z calg Ziemia w jej ruchu obrotowym.
" Dlatego przewidywania teorii trzeba
. zmodyfikowad. Zegary podrézujace ¥

1. Rozwiazywal problem osobno w kazdym z przedzialéw
(0,100], (100, 200], itd. Liczby bedace granicami przedzialéw
oznaczaja tu liczby pojemnikéw.

il

najblizszych rozwiazaniu liczb calkowitych koszt jest mniejszy.

Przejdimy teraz do zagadnieft wymagajacych innych metod. Beda
to metody zwiazane z pochodna logarytmiczna opisujaca tzw. tempo

wzrostu danej wielkosci. Pochodna logarytmiczna funkcji f jest to . samolotem na wschéd, czyli zgodnie it
po prostu f'/f = (In(f))" (ze wzoru na pochodna funkeji zlozonej). & 2z ruchem obrotowym Ziemi, beda, sie
Rozwiazmy nastepujace zadanie. . péznié, a zegary lecace na zachdd bedga P

sig spieszy¢ wzgledem zegara na ziemi.
Na to nakiadajg sie jeszcze inne zjawiska
zwigzane z polem grawitacyjnym Ziemi,
o ktérych méwi ogélna teoria wzglednodci,
ktéra dzisiaj nie bedziemy sie zajmowad.
Oté2 uwzgledniajac wszystkie znane
nam czynniki mozemy sie spodziewad, }
ze lecac na wachéd po takiej trasie, jaka, A
samoloty przelecialy, zegary powinny sie ¥
spbénié o okolo 40 nanosekund. Jedna o
3 : : nanosekunda réwna sie jednej tysiecznej 5
Gra w l‘{azdym 7 plerwszych’ trzech przedzialéw |0, W/.ZI’ [w/2, ], E - iionowe cuisel s_el:ufuijr. Pisgwifl;wa:ﬂe
[, %rr] jest prosta, bo w kazdym ze skrajnych przedzialéw tylko I to jest obarczone bledem wynikajacym
jedna z tych funkcji roénie, w érodkowym za$ obie maleja. E z niezbyt precyzyjnie znanych warunkéw
=

Niech na gieldzie papierdw wartosciowych dostepne bedq akcje tylko |
dwdch firm zmieniajace swoje ceny wedlug wzoru fi(t) = 3 + cost,
f2(t) = 3+ sint. Ceny te sq podane w dolarach. W jaki sposdb nalezy | ,L
gra¢ na gieldzie w okresie [0, 27|, aby zyskaé najwieces? Ile zyskamy |
do momentu t = 27w zaczynajac gre w momencie L = 0 z kwotqg 1000$ ?
Gra na gieldzie polega na tym, Ze w dowolnym momencie mozemy
kupowac bqdZ sprzedawad wybrane akeje lub tez wycofad sie z gieldy
1 trzymad pieniqdze w domu.




lotu. Przypominam, ze samolot byl
zwyklym samolotem komunikacyjnym

i lecial po swojej zwyczajnej trasie,

co komplikowalo obliczenia. Opéénienie
moze siega¢ w tych warunkach do
szedédziesieciu kilku nanosekund.

7 poréwnania wskazai zegaréw okazalo
sie, Ze spoZnily sige o 59 nanosekund.
Podobne rozwazania prowadza do
wniosku, Ze zegary podrésujace na zachéd
powinny przyspieszyé w calej podrozy

o0 275 nanosekund. W rzeczywistodci
przyspieszyly o 273 nanosekundy.
Doédwiadczenie potwierdzilo wiec sprzeczny
ze zdrowym rozsadkiem wniosek, Ze czas
plynie inaczej w ukladzie poruszajacym sie
niz w ukladzie spoczynkowym.

Wybralem dla Padstwa to wiladnie
doswiadczenie, bo jest ono zrealizowane
w warunkach bardzo zbliZonych

do warunkéw gycia codziennego.
Potwierdzenie wolniejszego uplywn czasu
w ukladach poruszajacych sie spotykamy
na kazdym kroku w fizyce czastek
elementarnych, gdy przyspieszamy je do
predkodci bliskich predkosci éwiatla.

Zrozumienie faktu, Ze uplyw czasu

zalezy od predkosci podrézowania,

jest tak wazne, zZe zatrzymam sie na
dodwiadczeniu myslowym ilustrujacym tak
zwany paradoks blizniat. Dane liczbowe
zaczerpnalem z podrecznika Wstep do
fizykt autorstwa A. K. Wréblewskiego

iJ. A. Zakrzewskiego.

Oto prawdopodobna, lecz wymyslona,
historia dwéch braci bliZniakéw. Pierwszy
zostal pilotem rakiety kosmicznej

o najnowszym typie silnika fotonowego,
ktéry pozwala rozwinaé rakiecie predkodé
podréina 0,745 predkodci éwiatla. Drugi
pozostaje na Ziemi, jako kierownik kontroli
lotéw. Rakieta wyrusza z Ziemi do ukladu
o Centaura. Zakladamy dla uproszczenia,
e predkodé podréing rakieta osiaga zaraz
po starcie. To tylko uproszczenie obliczen.
Rakieta startuje 1 stycznia i bracia
postanawiaja przestaé sobie iyczenia
noworoczne droga radiowa. Mozna latwo
obliczy¢, Ze sygnal wystany z Ziemi po
roku od chwili startu dotrze do rakiety po
uplywie okolo 2,6 roku od chwili startu
wedlug zegara w rakiecie. Takie sygnal
wyslany z rakiety po roku od chwilistartu
dotrze do brata bliZniaka na Ziemi réwniez
po uplywie 2,6 lat od chwili startu wedlug
zegara na Ziemi. W pierwszej fazie lotu
sytuacja jest wiec symetryczna: kaidy

z braci blizniakéw stwierdza, Ze zegar jego
brata idzie wolniej, bo brat porusza sig
wzgledem odczytujacego sygnaly zegara.
Mamy tu do czynienia ze wzglednoscia
ruchu. Uklad o Centaura jest najblizszym

* Mozemy nasza strategie zapisaé symbolicznie:

0 fa 7 wycofujemy sig & I X §ﬂ_
x4 2 ' x3 g
1000$ 1333,(3)$ 1333,(3)$ 20008

Najciekawsza sytuacja jest w przedziale [%r, 27, bo tam zaréwno fi,

jak i f rosna. Trzeba sie zatem zdecydowad na wybér tej funkcji,

ktéra w danym momencie daje lepszy zysk. Normalnie za lepsze

(przynoszace wiekszy zysk) uwaia sie te akcje, dla ktérych iloras

f(t+h) — £(t)
()

— czas ostatniej sesji, h — odleglodé miedzy sesjami. Jednak zamiast

badaé, ktéry z ilorazéw: hi(t+h) - £1(0) czy fa(t+ ) — fa(t)

(t) fa(t)

1
jest wiekszy, mozemy podzieli¢ oba przez h, przejéé¢ do granicy pray
fi(t) f3(¢)
fi(t) fa(t)
z nich. Rozwiaimy zatem w przedsiale |2, 2] nieréwnosé:
A1) 5 B
fi(t) ~ fa(t)

jest najwiekszy, gdzie t — czas poprzedniej sesji, £ + h

| h — 0" otrzymujac nowe ilorazy

oraz

i wybraé wiekszy

Otrzymujemy
—sint cost
3+ cost ~ 3+sint’
—sint - (3 +sint) > cost - (3 + cost),

—3(sint + cost) > cos®t +sin’t =1,

2 b
=73
1
3

sin ¢ + sin (E—t)
2
Zsinf--cos(t— E) < -,
4 4

1r 1

cos (t 4) < : \/i :
Zatem patrzac na wykres funcji cos widzimy, jak mamy postepowac
w przedsiale [3x,27]. W chwili 37 mamy akcje fi. Tak trwamy az
do chwili ¢, dla ktérej cos(t — T) = — ﬁz" W tym momencie akcje
f1 zamieniamy na f; i prazy tym trwamy juz do korica. Obliczenie
catkowitego zysku przy tej optymalnej strategii pozostawiamy
Czytelnikom.

Podobnym zagadnieniem jest stynny problem skladowania wina:
Ktos zajmuge si¢ produkciq wina, kidrego wartosé w czasie zmienia
sie wedlug wzoru

W(t) = eViW,,
gdzie t jest czasem mierzonym w latach. Zaléimy, ze roczne
oprocentowanie kapitalu w banku wynosi 15%. Jak dlugo trzeba

trzymad wino w beczkach 1 kiedy nalezy je sprzedad, by zarobi¢ na tym
najwiecey?

Proponuj¢ rozwiazaé to zadanie samodzielnie, gdy# jest analogiczne
do poprzedniego.

Rozwiasania quizu s EPSILONA

Pierre, Diofantos (Aryimetyka), prawnikiem, Leonhard Euler, w markach
niemisckich (w wysokodei 100 000, ale ta nagroda dawno jus sig zdewaluowala),
Riemann, Szatan z siddmej kiasy, gdyz jest ostatnim jeszcze nie udowodnionym
sposréd tych, ktére Fermat gostawil bez dowodu potomnym, 1987, Mordella.



