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O twierdzenin Fermata troche inaczej

Wielkie Twierdzenie Fermata jest jednym
z najpopularniejszych tematéw matematycznych.
Wiadomo: méwi ono o réwnanin a” + ™ = ¢™; w XVII
wieku Fermat napisal na marginesie ksiazki uwage, ie
dla n > 2 réwnanie to nie ma rozwiazaf w liczbach
catkowitych dodatnich, i Ze znalazt zadziwiajacy dowéd
tego twierdzenia, ale margines ksiazki jest zbyt maly,
by ten dowdd zmiedci¢. Notatka ta (wraz z wieloma
innymi) zostala odnaleziona po émierci Fermata - i do
dzié nie wiadomo, czy twierdzenie jest prawdziwe, chod
sprawdzono np., ze dla n < 150000 réwnanie istotnie nie
ma rozwiazan.
7 reguly myslimy o Wielkim Twierdzeniu Fermata
wylacanie ,,w kategoriach” liczb calkowitych. Mozna jednak
spojrzec na nie inaczej — od strony geometrycznej. Jak?
Dzielac réwna:‘nie stronami przez ¢™ otrzymujemy

n
(E) -+ (i—’ = 1. Liczby a, b, c 83 calkowite, wiec

¢ ¢
odpowiednie ulamki sa liczbami wymiernymi; mozna zatem

twierdzenie sformutowaé nastepujaco:

dlan > 2 krzywa na plaszczyinie, opisana wzorem

g" +y" =1, przecina zbiér Q tylko w punktach na osiach
wspdlrzednych (dwdch lub czterech, w zaleznosci od n).
Przez Q? oznaczamy zbiér punktéw plaszczyzny, ktérych
obie wspéirzedne sa wymierne. Wiadomo, ze Q? jest
potozony na plaszczyinie ,gesto”; twierdzenie méwi zatem,
e odpowiednie krzywe przebiegaja na plaszczyinie tak
chytrze, iz poza osiami ten gesty zbiér omijaja.

Stosunkowo latwo jest wyobrazié sobie, jak owe kraywe
wygladaja. Dla n parzystych beda - przy zwiekszajacym
sie n — coraz bardziej przyblizaé sie do kwadratu o boku 2
(dlaczego?). Dla n nieparzystych bedzie troche inaczej
(jak? czemu?).

Wiadnie geometrycznie patrzyt na ten problem Gerd
Faltings. Wykazal on w 1983 roku, 7e jesli réwnanie
Fermata dla ustalonego n > 4 ma pierwiastki catkowite,
to moze ich mie¢ jedynie skorniczenie wiele. Oczywiscie,

Quiz

Wydaje sie, e Wielkie Twierdzenie Fermata jest
tematem tak ,oklepanym”, iz wiemy o nim prawie
wszystko. Wezystko chyba nie, bo, byé moze, nie
pamietamy, kiedy Dirichlet udowodnit je dla n = 14 czy
tez ktérych trzech liczb pierwszych mniejszych od 100
nie obejmowal dowéd Kummera w 1859 roku; réwniez
nie potrafiliby§my zapewne tych dowodéw z pamieci
odtworzyé. Ale informacje bardziej ogélne sa nam
dwietnie znane... Czy istotnie tak jest? Sprébujmy
zatem rozwiazaé maly test — zabawe:' 10 pytan
zwiazanych z tym tematem. Odpowiedzi na str. 15
Delty.

1. Jak Fermat mial na imie?

2. Kto byl autorem ksiazki, na marginesie ktérej
zapisal Fermat swoja stynna uwage?

3. Kim Fermat byl z zawodu?

4. Kto udowodnil Wielkie Twierdzenie Fermata

w przypadku n = 37

5. W jakiej walucie Paul Wolfskehl (zmarly w roku
1907} zapisal w testamencie nagrode temu, kto
udowodni Wielkie Twierdzenie Fermata?

6. Euler, Lagrange, Gauss, Riemann — tylko jeden

z tych czterech wielkich matematykéw nie jest autorem
blednego dowodu Wielkiego Twierdzenia Fermata.
Ktéry?

7. W jakiej ksiazce Kornela Makuszyfskiego opisana
jest historia twierdzenia?

8. Dlaczego w jezyku angielskim twierdzenie nosi
nazwe Ostatniego Twierdzenia Fermata (Fermat's Last
Theorem)?

9. W ktérym roku J. Tunner udowodnit twierdzenie dla
n < 150000 (wolno sie pomylié o 5 lat)?

10. Czyje imie nosi hipoteza, rozwiazana przez Gerda
Faltingsa, z ktérej wynika, ze dla danego n rozwiazar

jest skoriczenie wiele?

nalezy te ,skoriczonoéé” odpowiednio rozumieé: jasne,

ze gdy liczby a, b, ¢ spelniaja, to réwnanie, to liczby

ka, kb, kc tei (dla dowolnego k) — méwiac o wyniku
Faltingsa rozwiazania takie traktujemy jako jedno.
Utozsamienie tych rozwiazan jeszcze lepiej widaé

dzigki modelowi geometrycznemu. Istotnie, gdy
popatrzymy na nie jak na punkty plaszczyzny, stwierdzimy,
ze przedstawiaja one ten sam punkt. Faltings ndowodnit
po prostu, ze krzywa dana przez réwnanie Fermata ma
(dla danego n) z Q® wspélna co najwyzej skoficzona

liczbe punktéw. Dokladnie, Faltings udowodnit hipoteze
ogdlniejsza — wykazal, Ze wlasnodé te ma pewna liczna
rodzina krzywych, a krzywa okredlona przez ,z" + y" =17
jest jedna z nich.

Korzystajac z rezultatu Faltingsa, D.R. Heath-Brown
wykazal w 1987 roku, Ze twierdzenie Fermata jest,
méwiac potocznie, prawdziwe dla ,,prawie wazystkich” n.
Precyzyjniej: gdy n dazy do nieskoriczonoéei, to ulamek
E, gdzie k jest liczba tych wykladnikéw mniejszych

lub réwnych n, dla ktérych twierdzenie Fermata jest
prawdziwe, dazy do 1. Wynik ten daje informacje
innego typu niz twierdzenie Faltingsa: Faltings dowiddi,
ze rozwiazan jest ,mato” dla danego n, Heath-Brown zaé,
ze ,malo” jest takich n, dla ktérych rozwiazania istnieja.
Moze ktoé kiedyé w koricu wykaze, e ,,malo” oznacza tu

i la® .
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