Funkcja p:
Jarostaw GORNICKI

W elementarnej geometrii symbolem # oznaczamy stosunek obwodu
okregu do jego érednicy. Wielkoéé ta nie zalezy od wyboru okregu,
a jej wartoéé wynosi 3,1415...

Roswasmy teraz pewna funkcje pt nogélniajaca snaczenie symbolu .

Niech ® bedzie dowolna figura plaska, wypukia 1 ograniczona,
o niepustym wnetrzu. Zapowiedsiana funkcje pr definiujemy wzorem
; obwéd figury ®
pile)= grednica figury @'

gdzie érednica figury ® nasywamy liczbe sup |z —y|. Z tego
z,yeP

okreélenia wynika, ze:
1) pi(kolo) = =,
2) pi(tréjkat réwnoboczny) = 3,

3) pi(tréjkat) = obwéd tréjkata

jezeli T dowolny tréjkat,
aiatiiiey bk (jezeli T oznacza dowolny tréjka

to 2 < pi(T) < 3),
4) pi(kwadrat) = 2¢/2 = 2, 82,
: 2(a+ )
5) pi(prostokat o bokach a,b) =

Va2 + b2

prostokat, to 2 < pi(P) < 2v/2).

(jezeli P oznacza dowolny

Wyragenie
—1

2(a+b) _, [, _ 2ab 3
T {‘ (a+b}’}

osiaga wartodé najwiekseg, gdy

(asz:)?- przyjmuje wartodé najwigksza, a fo ma
miejsce, gdy a = b.

Skoro ze wszystkich tréjkatéw pi-optymalnym (czyli takim,

na ktérym funkcja pi(-) przyjmuje wartosé najwieksza) jest tréjkat
réwnoboczny, to naturalne jest pytanie: czy wéréd wszystkich
czworokatéw pi-optymalnym czworckatem jest kwadrat? Niestety,
tak nie jest! Przekonamy sie o tym wykonujac nastepujaca
konstrukcje: wykreélmy tréjkat Reuleaux o frednicy 1 i jeden jego
ik podzielmy na pél.

Rys. 1

Tréjkat Reuleaux o drednicy d otreymujemy jako czedé wspding trzech
két o promieniach réwnych d i drodkach bedacych wierzchotkami tréjkata
réwnobocznego o boku dlugodci d.

350 lat temu
urodzil sie
Izaak Newton

Andrze; K.
WROBLEWSKI

Izaak Newton urodzil sie w dniu Bozego
Narodgzenia, 25 XII 1642 roku.

Wedlug kalendarza juliariskiego
obowigsujacego jesncre woéwcezas w Anglii;
wedlug kalendarza gregoriariskiego, preyjetego
jus wtedy w wielu krajach Europy, bylo to

4 1 1648 r. Weeystkie daty w tym artykule
odnoszace sie do Anglii s3 podane wedlug
kalendarza juliariskiego.

Miejscem narodzin byla niewielka
farma Woolsthorpe (Lincolnshire),

w frodkowo-wachodniej Angli. Ojciec
Newtona, noszacy takse imie Izaak,
niepiémienny rolnik, zmarl 3 miesiace
przed narodzeniem syna. Izaak Newton
byt wczedniakiem i jako noworodek
byl maleriki (podobno miedcit sie

w litrowym garnku) i tak stabowity,
ze nie dawano mu szans na przezycie.
A jednak, mimo tych klopotéw

w pierwszych latach, zmari dopiero

w 85 roku zycia cieszac sie na ogét
dobrym zdrowiem; do korica zachowal
bujne wlosy i stracit tylko jeden zab.

W 1646 r. jego matka Hannah wyszla
powtdrnie za maz za pastora Barnabe
Smitha i zamieszkala z nim w pobliskiej
wiosce. Trzyletni Izaak pozostal

‘w Woolsthorpe z babka, ktéra go
wychowywala przez nastepne 7 lat.

- Brak ojca 1 odejécie matki wywarly

gleboki wplyw na psychike chlopca.
Nienawidzil ojczyma, ktéry mu zabral
matke, obmyélal zemste, cheac ich
oboje gniszcayé. Zapewne te przezycia
dziecinistwa uksztaltowaly w znacznej
mierze nieznoény charakter Newtona,
ktéry mial sie potem daé we znaki tylu
ludziom w jego otoczeniu. Reagowal

3 furia, ilekro¢ wydawalo mu sie,

ze ktod chce mu uszczknaé choé czastke
osiagnieé.

Caytaé, pisaé i rachowaé uczyl si¢ maly
Izaak w pobliskich szkétkach wiejskich.

- W 1354 roku zostal poslany do ukol-y




krélewskiej. W dniu 5 VI 1661 r.
zostal prezyjety do Trinity College

w Cambridge. Z Grantham wyniést
Newton znajomod¢ laciny oras
preypuszczalnie elementarnej
geometrii. W pierwszych latach pobytu
w Cambridge studiowal greke, logike,
etyke i retoryke. Trzeba wiedzieé,

ze w Cambridge nie bylo jeszcze
wéwczas wykladéw matematyki na
wyzszym poziomie. Dopiero w 1663 r.
utworzona tam zostala tzw. katedra
Lucasa, a pierwszy profesor na tej
katedrze, Izaak Barrow, zainaugurowal
wyklady 14 III 1664 r.

W 1665 r. wybuchla w Anglii wielka
epidemia dzumy. Ofiara strasznej
choroby padali przede wszystkim
ludzie zyjacy w duzych skupiskach.
Wiadze uniwersytetu w Cambridge
postanowily wiec zawiesi¢ zajecia

i rozpuséci€ studentéw do domdw.
Newton wrécit do Woolsthorpe

w sierpniu 1665 r. i w wiejskim ustroniu
spedzil z malymi przerwami péltora
roku do kwietnia 1667 r. Jak twierdszit
pbéniej, w tym wladnie okresie doszedi
do swych najwazniejszych odkryé.

W 1665 r. uzyskuje nizszy stopiei
uniwersytecki — bakalarza,

a 7 VII 1668 r. sostaje magistrem
(master of arts); pozostaje nadal

w Trinity College wspélpracujac

7z Barrowem. Ten, widzac genialnego
nastepce, postanawia zrezygnowad

z katedry Lucasa rekomendujac na swe
miejsce Newtona. W dniu 29 X 1669 r
26-letni Newton zostaje profesorem

1 odtad przez okolo 20 lat wyklada
matematyke, mechanike 1 optyke.
Zreszta wyklady jego byly trudne

i nudne, studenci ich nie lubili

i czasem w ogdle nie zjawiali sie w sali
wykladowej.

W 1671 r. buduje swéj drugi, bardzo
dobry teleskop zwierciadlany (pierwszy
w 1668 r.), o ktérym glosno jest

w Cambridge. Wieé¢ o tym dociera

do Londynu i czlonkowie Royal
Society (Towarzystwo Krélewskie,
utworzone w 1662 r.) wyrazaja zyczenie
zobaczenia tego przyrzadu. Newton
posyla swdéj teleskop do Londynu

i w uznaniu zashug zostaje 11 I 1672 r.
wybrany czlonkiem Royal Society.

W odpowiedzi na list zawiadamiajacy

Lacsac kolejno odcinkami wierzcholki tréjkata i punkt podsialu luku
otrzymujemy czworokat ABC D, swany deltoidem, dla ktérego

pi(ABCD) =2 +2\/2 — /3 =3,035...

W zwiazku z tym mamy:
Zadanie. Dla kasdego n > 4 wyznaczyé n-katy wypukle, dla
ktérych funkcja pt prayjmuje wartodé najwieksza.

Z pewnych ogélnych twierdzefi wynika, ze takie wielokaty istnieja,
lecz nie mogna 2z nich nic wnioskowaé o ksztalcie tych wielokatéw.
Tego typu dowody, ktére méwia, se coé istnieje, lecz mimo to nie
wiemy, jak to cof wyglada, nosza nazwe dowodéw egzystencjalnych.
Poniewaz pytamy sie o konkretne wyznaczenie tych n-katéw, wiec
takie egzystencjalne podejécie nam nie wystarcza.

Zanim przystapimy do rozwiazania tego problemu, wskazemy
oszacowanie wartodci, jakie moge prayjmowaé funkcja pi(-).

Oznacsmy przez f(n) najwieksza wartoéé funkcji pt, jaka ona
osiaga na wszystkich n-katach wypuklych (n > 3), np. f(3) = 3,
f(4) > 3,035. Wéwczas mamy nastepujacs twierdzenie:
Twierdzenie 1. Dla dowolnego n > 3 istnieje taki (n -+ 1)-kat
wypukly Wy 41, ge pi(Wai1) > f(n).

Dowdd. Wybieramy wielokat wypukly o n bokach i érednicy 1,

na ktérym funkcja pi przyjmuje wartodé najwieksza. Niech jednym
z jego bokéw bedzie AB. Na tym boku jako na cigciwie wykreslamy
huk o promieniu 1.

Rys. 2

Nastepnie na luku AB wybieramy dowolny punkt C i traktujac go
jako (n + 1)-szy wierzcholek otrzymujemy (n + 1)-kat wypukly W, 4,
o wiekszym obwodszie 1, jak latwo zauwazyé, nie powiekszonej
érednicy. Zatem pi(Wp4q) > f(n). =

Z twierdzenia tego otrzymujemy natychmiastowy wniosek:
Wniosek. f(n+ 1) > f(n) dla wszystkich n > 3.

Oczywiste jest réwniez nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2. Jeieli R,, jest n-katem foremnym, wypuklym
(n > 3), to wtedy pt(R,) < 7 i pr(R,) — =, gdy n — +oo.

Bedziemy korzystali z nastepujacego przeformulowania znanego
twierdzenia Barbiera:

Twierdzenie 3. Jeéli ® jest dowolna figura plaska, wypukla,
ograniczona, o niepustym wnetrzu, to pi(®) < . Réwnoéé zachodzi
tylko dla figur o stalej szerokosci.

Twierdzenie to bedzie udowodnione w jednym z nastepnych
numeréw Delty.

Seerokodcia figury w danym kierunku nazywamy kres dolny szerokodci paséw
prostopadlych do tego kierunku i zawierajacych te figure (pas to obszar zawarty
miedey dwiema prostymi réwnoleglymi, a jego szerokodé to odleglodé tych

prostych). Figura o stalej szerokodci to taka, dla ktdrej szerokcéé nie zalezy od
wyboru kierunku.



Ostatecznie: dla dowolne]j plaskiej, wypuklej i ograniczonej figury @
o niepustym wnetrzu zachodzi

2<pi(®) <.
Wracamy teraz do problemu wyznaczenia pi-optymalnych

n-katéw (n > 4) wypuklych. W tym celu zdefiniujemy klase
wielokatéw A,, k.

Wypukle wielokaty o stalej szerokosci d, zlozone z lukéw kél
o promieniu d nazywamy wielokatami Reuleaux. Jedli W jest
wielokatem foremnym o nieparzystej liczbie bokéw i érednicy d,

go o wyborze przesyla swa prace

§ pt. New Theory about Light and

Colors. Ukazuje si¢ ona 19 11 1672 r.

® w Philosophical Transactions; jest to

to zataczajac odpowiednie luki o srodkach w wierzchotkach wielokata I

otrzymamy foremny wielokat Reuleaux (tak, jak to bylo dla
tréjkata). Niestety, nie mozna tak postapi¢ w praypadku parzystej
liczby bokéw.

O sposobie kredlenia wielokatéw Reuleaux mo#na przeczytad w ksigice

H. Rademachera i O. Toeplitza, O liczbach i figurach, PWN, Warszawa 1956,
str. 207-209.

Definicja. Jezeli n (n > 3) ma nieparzysty dzielnik m, czyli

n = mk, to A, k jest n-katem wypuklym, réwnobocznym, majacym
m wierzcholtkéw wspélnych z foremnym wielokatem Reuleaux

o m tukach i pozostatych m(k — 1) wierzcholkach rozmieszczonych
réwnomiernie po k — 1 na kazdym z m lukéw.

W dowolnym wypuklym n-kacie W (n > 3) o érednicy 1 zastapmy
kazdy bok przez luk okregu o promieniu 1, dla ktérego ten bok jest
cieciwa. Figure ograniczona tymi lukami oznaczmy W°.

Rys. 3

Latwo zauwazyé, ze figura W° réwniez ma érednice réwna 1,
skad pi(W) oraz pi(W°) oznaczaja odpowiednio obwody figur W
iWe. Jedli W jest wielokatem foremnym o nieparzystej liczbie
bokéw, to W€ jest, jak juz powiedzieliémy, wielokatem Reuleaux.
Wprowadémy réwniez funkcje

g(n)=2n-sin2£, n=2345...
n

Mozemy teraz sformulowad twierdzenie, ktére daje czesciowe
rozwiazanie naszego zadania:

Twierdzenie 4. Niech W bedzie dowolnym wypuklym n-katem
(n > 3) o érednicy 1. Wtedy:

(i) pi(W) < g(n);

(i) pi(W) = g(n) wtedy i tylko wtedy, gdy W jest wielokatem
réwnobocznym (niekoniecznie foremnym) i W* jest wielokatem
Reuleaux;

(ili) Ak jest pr-optymalnym wielokatem dla n = mk, gdy m jest
liczba nieparzysta, oraz

f(n) = pi(Am,k) = g(n).

3
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pierwsza publikowana praca Newtona.

Poglady na temat natury swiatla
wypowiedziane przez Newtona w tej
pracy wywolaly krytyke wielu uczonych,
m.in. Christiana Huygensa i Roberta
Hooke’a. Ten ostatni, wybitny
eksperymentator i czlowiek obdarzony
niezwykla intuicja fizyczna, starszy

od Newtona o 8 lat i juz wstawiony
swym dzielem Micrographia (1665),

byt wéwczas najwybitniejsza postacia

w Royal Society. Juz to pierwsze starcie
Newtona z Hooke’em, prowadzone
korespondencyjnie, ale na oczach wiata
nauki, ustawilo tych dwu wielkich ludzi
na poszycjach zacieklych wrogéw, jakimi
mieli pozostaé przez cale gycie.

Powstanie Zasad (Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica)
zwiazane jest bezposrednio

z pewnym, pozornie blahym,
zdarzeniem z poczatku 1684 r.
Pewnego styczniowego dnia trzej
wybitni czlonkowie Royal Society:
Edmond Halley, Robert Hooke

i Christopher Wren, prowadzili

- dyskusje, przypuszczalnie w jednej

z londyniskich kawiarni, na temat
ruchéw cial niebieskich. Halley
oznajmil, ze udalo mu sie w poprzednim
roku wywnioskowaé na podstawie

III prawa Keplera oraz wzoru Huygensa
na sile odérodkowa (opublikowanego

‘w1673 r.), iz sila dzialajaca na planety
" jest odwrotnie proporcjonalna do
- kwadratu ich odlegloéci od Storica.

. Halley stwierdzil dalej, ze nie udalo mu

sie dotychczas znalesé ksztaltu orbit
planet, jakie wynikaé winny z takiej
poatac: sily.

W slerpmu 16&4 r. (wedlug innych
danych bylo to w maju) Halley
odwiedzil Newtona w Cambridge

| izadal mu pytanie: Jakiego
ksztaltu beda tory plaaet., jezeli sila

B przyciagania ich przez Slorice jest
- odwrotnie proporcjonalna do kwadratu

odleﬁ@dcl? Newton odpowiedziat bez
namysh, ze beda to elipsy. Zdum:ony
Halley zapytal Newtona, skad to wie,
na co Newton odpark: Ja juz to dawno

| temu obliczylem. Przeszukujac swe



Uwaga. Twierdzenie to nie wskazuje rozwiazan naszego problemu
w przypadku, gdy n jest potega liczby 2, np. n = 4,8,16,...

Dowéd. Wykreélamy pélkole o promieniu 1 i wpisujemy w nie
kolejno jako cigciwy boki wielokata W.

Rys. 4

Poniewas pi(W°) < n (twierdzeaie 3), wiec rzeczywiscie wszystkie
cigciwy dadza sie wpisaé w to pélkole. Ustalajac korice wpisanej

w pélkole tamanej stwierdzamy, ze dlugodé tej lamanej jest
najwieksza, gdy jej boki sa réwne (dlaczego?). Dlugoéé kazdej takie]
nréwnej” cieciwy jest nie wieksza nis 2sin -, wiec pi(W) < g(n).
Dowodsi to warunku (i).

Udowodnimy teraz (ii). Z powyzszej konstrukcji wynika,

ze pt(W) = g(n) wtedy i tylko wtedy, gdy lamana wpisana w pétkole
jest réwnoboczna i wypelnia je w caloéci. To zad rébwnowazne jest
temu, e W jest réwnoboczny i pi(W°) = 7. Drugi s tych warunkéw
jest rbwnowazny wobec twierdzenia 3 temu, ze W¢ jest wielokatem
Reuleaux. To dowodzi (ii).

Udowodnimy teraz (iii). Z konstrukcji wielokata A,,  wynika,

ge jest on réwnoboczny i (Am,k)° jest wielokatem Reuleaux. Zatem
na podstawie (ii) oraz (i), pi(4,, ) = g(n) i Ak jest pi-optymalny,
co dowodzi warunku (iii). =

Przypatremy si¢ teraz klasie pi-optymalnych wielokatéw

postaci A, k. Jegeli n = mk ma wiecej niz jedno takie
przedstawienie z m nieparzystym, wiekszym od jednodci, to dla
ustalonego n kazdy wielokat postaci A,, i jest pi-optymalny.

Na przyklad dla n = 9 oba wielokaty As s, Ag.; sa pi-optymalne.

Rys. 5. pi-optymalny wielokat As 3. Rys. 6. pi-optymalny wielokat Ag ;.

Gdy n > 3 jest liczba nieparzysta, to wielokat foremny R,, jest
pi-optymalny i pi(R,) = g(n). Gdy za$ n > 3 jest liczba parzysta,
to pi(R,) = nsin T < g(n).

Do rozwazenia pozostaja jeszcze dwie sprawy:

1) Cay oprécz wielokatéw typu A, x istnieja dla n = mk jakied
nieréwnoboczne wielokaty W, dla ktérych W€ jest wielokatem
Reuleaux?

2) Jak wyglada sytuacja, gdy n > 3 jest potega liczby 27



Systematycsne badania tych kwestii dla malych wartoéci n > 3

wykasaly, co nastepuje:

— A, jest jedynym pi-optymalnym tréjkatem;

- dla n = 4 = 22 deltoid (rys. 1) jest jedynym ps-optymalnym
czworokatem wpisanym w regularny wielokat Reuleaux
i f(4) < g(4) =~ 3,061;

- dla n = 5,6,7, 8,9 nie ma nieforemnych wielokatéw Reuleaux,
w ktére moina by wpisaé réwnoboczny n-kat. Zatem wszystkie
pi-optymalne wielokaty o n = 5,6, 7,9 bokach sa typu Ap, x;

- dla n = 8 = 2° najlepssym wielokatem wpisanym w foremny
wielokat Reuleaux o 3, 5 lub 7 lukach jest oémiokat wpisany
w tréjkat Reuleaux.

Rys. 7

Dla tego oémiokata p1 ma wartoéé okolo 3,119, lecz nie jest to
wartoéé pi-optymalna. Analiza numeryczna pokazuje, ze lepszy
ofémiokat mo#na wpisa¢ w nieforemny pieciokat Reuleaux (rys. 8),
ktérego tuki maja odpowiednio dlugodci: 0,23462 - m; 0, 12682 - x;
0,27712 - 7; 0, 12682 - r; 0, 23462 - 7. Czy jest to jui pi-optymalny

ofmiokat? Dla tego oémiokata pi ma wartodé okolo 3, 1211 i jest ona

bliska wartodci g(8) = 16sin 75 =~ 3, 1214

027912

Rys. 8

Dla wielokatéw o wiekszej licsbie bokéw (n > 10) ogélne
i wyczerpujace odpowiedzi réwniez nie s3 znane.

Na zakoriczenie zwréémy uwage, ze funkcja pi nie jest jedynym
mozliwym uogdlnieniem symbolu v. Mozna na przyklad wprowadzié
funkcje 51. okredlona tez na zbiorze wszystkich figur plaskich,
wypuklych, ograniczonych, o niepustym wnetrzu, nastepujaco

Agas 4-|9|

m(?) = (érednica figury ®)2’
gdzie |®| oznacza pole figury ®. Dla tej funkcji mozna rozwasaé
analogiczne problemy.

»1- Czas absolutny, prawdziwy

i matematyczny, sam # siebie i przes
swa nature, nplywasréwnomiernie bes
swiazku 3 czymkolwiek zewnetrznym
1 inaczej nasywa si¢ trwaniem...

II. Przestrzefi absolutna, przes swa
nature, bes swiasku s czymkolwiek
gewnetrznym, pozostaje zawsze taka
sama i niezmieniona...”

| W dalssej cseéci Objadnienia Newton

definiuje pojecia miejsca oraz ruchu
absolutnego i wzglednego. W ostatniej
czebci wstepu podaje natomiast
Aksjomaty, czyli prawa ruchu.

»1 Prawo: Kazde cialo pozostaje

w swym stanie spoczynku lub ruchu
jednostajnego po linii prostej, dopéki
sily przylozone nie zmusza go do
gmiany tego stanu.

II Prawo: Zmiana ruchu jest
proporcjonalna do przylozonej sily
poruszajacej i nastepuje wzdluz prostej,
wzdluz ktérej sila ta jest praylozona.
III Prawo: Kazdemu dsiataniu
towarsyszy zawsze przeciwne i réwne

_ przeciwdziatanie, to jest wzajemne
~ dzialania dwéch cial na siebie sa zawsze

réwne i skierowane przeciwnie.”

Na poczatku trzeciej ksiegi znajdujemy
slynne Prawidla badania natury, bedace
wykladem zasad metodologicznych
przyrodoznawstwa.

ywPrawidlo 1. Nie nalezy dla zjawisk
natury przypuszczaé wiecej przyczyn,
niz te, ktére sa prawdziwe 1 wystarczaja
do ich objadnienia.

Prawidlo 2. Trzeba zatem, jak

tylko to jest mozliwe, przypisywad
zjawiskom tego samego rodzaju te same
przycayny...

Prawidlo 3. Te wladciwodci cial, ktére
nie moga byé ani wzmocnione, ani
oslabione i1 przypadaja w udziale

! wszystkim cialom dostepnym naszym

doswiadczeniom, nalezy uznaé za
powszechne wladciwodci wszystkich cial
w ogdle...

¢ Prawidlo 4. W filozofii dodwiadczalnej

twierdzenia wyprowadzone ze zjawisk
metoda indukeji nalezy uwazaé za
écisle, lub w przyblizeniu prawdziwe,
dopdki nie zajda zjawiska inne, przez
ktére twierdzenia te zostana bardziej
uécidlone, lub okaza sie podlegle
wyjatkom...”




